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内 容 提要 


本 书 对 所 谓 无 限 维 最 优化 理论 的 基本 内 容 提供 一 个 系统 的 处 理 . 全 书 共 
8 章 , 头 了 商 章 概 括 了 阅读 本 书 主要 内 容 所 馆 的 预备 知识 ,其 中 包括 甘 本 的 汉 
MAKER SEM AIT. 随后 各 章 并 述 最 优化 理论 的 基本 论题 ,不等式 系 
统 与 择 一 定理 ,一 阶 与 高 险 最 优 性 条 件 , BORD ,向 出 最 优化 等 . 本 书 一 广 
-而 以 紧 资 的 形式 概括 了 最 优化 理论 的 标准 内 容 , 问 时 介绍 了 较 多 的 新 近 研 究 
碟 果 .其 中 也 插 作 者 本 人 的 一 些 结果 .这 部 分 内 容 涉 及 近 生 来 引起 六 泛 关注 
的 一 些 研究 领域 ,因而 可 能 为 有 研究 兴趣 的 读者 架设 起 从 基础 理论 通 向 研究 
前 沿 的 桥梁 对 于 数学 系 的 高 年 级 大 学 生 及 有 关 理 工科 专业 的 硕士 生 , 本 书 
略 加 短 节 之 后 可 作为 教材 使 用 . 在 当代 科学 发 展 进程 中 ,对 于 最 优化 理论 的 
日 益 广 泛 与 紧迫 的 需要 ,已 成 为 一 种 直人 注 则 的 潮流 :有 这 种 需要 的 科技 工 
作者 ,将 发 现 本 书 可 提供 一 些 有 用 的 理论 工具 ， 


Abstract 


The purpose of this book is to provide a systematical treatment for the 
modern theary af so-called infinite-dimensional optimization. The book 
includes eight chapters. The first two chapters give some necessary 
preliminary knowledge for reading the book. The other chapters contain 
some basic topics of optimization: alternative theorems; first-order and 
higher-order optimality conditions: duality theory; vector optimization. ete. 
On the one hand the book contains a comprehensive treatment for standard 
results of optimization theory. on the other hand it provides some new 
concepts and many recent results which are the subject of great importance 
and much activity. The book can serve as textbook or reference for graduate 
students. Ft can also be consulted by relevant teachers, researchers. natural 


scientists and engineers. 


写 在 “研究 生 用 书 ” 出 版 10 周年 


在 今天 , 面 对 科技 的 进 速 发 展 , 知 识 经 济 的 已 见 端 
贫 , 国 际 竞争 也 日 趋 激 烈 , 显 然 , 国 家 之 问 的 竞 搜 是 国家 
综合 实力 的 竞争 ,国家 综合 实力 的 竞争 关键 是 经 济 实 力 
的 竞争 ,而 经 济 实力 的 竞争 关键 又 在 于 科技 (特别 是 高 科 
技 ) 的 竞争 ,科技 (特别 是 高 科技 ) 的 竞争 归根 结 底 是 人 才 
(特别 是 高 层次 人 才 ) 的 竞争 ,而 人 才 ( 特 别 是 高 层次 人 
才 } 的 竞争 基础 又 在 于 教育 “百年 大 计 , 教 育 为 本 ;国家 
兴亡 ,人 才 为 基 .” 十 六 个 字 , 四 和 句 话 , 确 是 极其 深刻 的 论 
断 。 目 前 ,国际 形势 清楚 表明 :我 们 国家 的 强大 与 民族 的 
繁荣 ,主要 立足 于 自己 ,以 “自力 更 生 ” 为 主 ;把 希望 寄托 
于 他 人 ,只 是 一 种 不 切实 际 的 幻想 。 这 里 ,我 们 决 不 是 齐 
再 搞 “* 闭 关 锁 国 ”, 搞 “自我 封闭 ”, 因 为 那 是 没有 出 路 的 
我 们 强调 的 是 要 “自信 ,自尊 ,自立 ,自强 ?, 要 “自力 更 生 ” 
为 主 , 走 自己 发 展 的 道路 。 

显然 ,知识 经 济 最 关键 的 是 人 才 , 是 高 层次 人 才 的 培 
养 ,而 作为 高 层次 人 才 培 养 的 研究 生 教 育 就 在 一 个 国家 
的 方方面面 的 工作 中 ,占有 十 分 重要 的 战略 地 位 。 可 以 
说 ,没有 研究 生 教 育 , 就 没有 威 伟 雄壮 的 科技 局 面 , 就 没 
有 国家 的 强大 实力 ,就 没有 国 察 在 国际 上 的 位 置 ,就 会 拨 
打 , 就 会 受 压 ,就 会 被 海 汰 ,还 说 什么 知识 经 济 与 国家 强 
X! 

“ 工 欲 善 其 事 , 必 先 利 其 器 。” 教 学 用 书 是 教学 的 重要 
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基本 工具 与 条 件 。 这 是 所 有 从事 教育 的 专家 所 熟知 的 事 
实 。 所 以 ,正如 许多 专家 所 知 .也 正 是 原来 的 全 研究 生 用 
书 " 总 序 ?》 中 所 指出 ,研究 后 教材 建 设 是 保证 与 提高 研究 
后 教 学 质 其 移 重 要 环节 ,是 一 项 具有 战略 性 的 基本 建设 
没有 研究 生 的 质量 ,就 没有 斌 究 生 教育 的 一 切 。 

我 被 从 1978 年 招收 研究 生 以 来 . 即 着 力 从事 于 研究 
生 教 材 与 教学 用 书 的 建设 。 积 十 多 年 建设 与 实践 的 经 验 ， 
Tk Fz M, 1989 年 起 ,正式 分 批 出 版 “研究 生 用 书 ”。 第 一 任 
研究 生 院 院 长 陈 王 教授 就 为 之 写 了 《" 研 究 生 用 书 ” 总 
Pr), 表达 了 我 校 编 写 这 套用 书 的 指导 思想 与 具体 要 求 ， 
“要 力求 "研究 生 弄 书 ?* 和 具备 科学 性 .系统 性 .先进 性 *?。 后 
TEIR ERE .也 就 是 各 任 纵 长 黄 树 槐 教授 .我 本 人 和 
周 济 教授 完全 赞同 这 一 指导 思想 与 具体 要 求 ,从 多 方面 
对 这 套用 书 加 以 关心 与 支持 ， 

我 是 十 分 支持 出 版 “研究 生 用 书 ” 的 。 早 在 1988 年 我 
在 为 列 入 这 套 书 中 的 第 一 本 , 即 ¢ 机 械 工 程 测 试 信息 ， 
信和 号 分 析 》 写 “ 代 序 ”时 就 提出 ;- 一 个 研究 后 应 该 博览 群 
节 . 博 采 吾 家 ,思路 开阔 ,有 所 创见 。 但 这 不 等 于 他 在 一 切 
方面 均 能 如 此 ,有 所 不 为 才能 有 所 为 。 如果- 个 研究 生 的 
主要 兴趣 与 工作 不 在 “这 一 特定 方面 ". 他 也 可 以 选择 一 . 
本 有 关 的 书 作 为 了 解 与 学 习 这 方面 专业 知识 的 参考 ;如 
果 一 个 研究 生 的 主要 兴趣 在 “这 一 特定 方面 ”他 更 应 选 
择 一 本 有 关 的 书 作为 主要 学 习 用 书 . 寻 欧 主 要 学 习 线 索 ， 
并 缘 此 展开 , 捕 览 群 书 。 这 就 是 我 完成 为 研究 生 编 写 系列 
教学 用 书 的 原因 。 

晶 前 ,这 亦 书 自 第 一 本 于 1990 年 问世 以 来 ,已 经 流 
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iX T 10 个 春秋 ,出 版 了 8 批 共 49 种 ,初步 形成 规模 ,逐渐 
为 更 多 读者 所 认可 。 在 已 出 版 的 书 中 ,有 15 种 分 获 国家 
级 .部 省 级 图 书 奖 ,有 16 种 一 再 重印 ,和 久 销 不 吉 。 采 用 此 
套 书 的 一 些 兄 弟 院 校 教师 纷纷 来 信 . 岗 誉 此 书 为 研究 生 
培养 与 学 科 建 设 作出 了 贡献 ,解决 了 他 们 的 “燃眉之急 ”。 
我 们 感谢 这 些 赞 誉 与 鼓励 ,并 将 这 些 作为 对 我 们 的 刘 策 
与 鼓励 “ 束 心 藏 之 , 体 日 忘 之 ?57 

现在 , 正 是 江南 春天 ,“ 最 是 一 年 春 好 处 ”。 华 工 园 内 ， 
ZY fe KS ee. Oe BEE A RT SS AR. A 
桂 换 新 ;如同 我 们 的 国家 正在 迅 锋 发 展 , 欣 欣 向 荣 一 样 ， 
IRERE., REER A ERRE ,我们 国家 在 前 进 
中 还 有 种 种 困难 与 险阻 ,来 自 国内 与 来 自 国外 的 阻挠 与 
干扰 ,有 的 还 很 严峻 ;但 是 ,潮流 是 不 可 阻挡 的 ,春意 会 越 
来 越 浓 ,国家 发 展会 越 来 越 好 。 我们 教师 所 编 的 .所 著 的 、 
所 编著 的 这 套 教 学 用 书 ,也 会 在 解决 前 进 中 的 种 种 问题 
中 继续 发 展 。 然 而 ,我 们 十 分 明白 ,这 套 书 尽管 饱含 了 我 
们 教师 的 辛 勘 的 长 期 的 教学 与 科研 工作 的 劳动 结 兄 , 作 
为 教学 用 书 百 花园 中 的 一 众 鲜 龙 正在 怒放 ,然而 总 会 有 
这 种 或 那 种 的 不 妥 .错误 与 不 足 , 我 惠 心 希望 在 这 美好 的 
春日 ,广大 的 专家 与 读者 ,不 音 拔 宛 相 助 .对 这 善 教学 出 
书 提出 批评 建议 , 子 以 指教 启 近 ,为 这 从 鲜花 除 害 灭 病 ， 
抗 风 防 寒 , 以 进一步 提高 质量 ,提高 水 平 ,更 上 一 层 楼 ,我 
们 不 胜 感激 。 我们 深 知 ,“…- 个 篇 管 三 个 桩 ”, 没 有 专家 的 
指导 与 支持 ,没有 读者 的 关心 与 帮助 ,也 就 没有 这 套 教学 
用 书 的 今天 .我 衷心 祝愿 在 我 们 学 校 第 三 次 大 发 展 的 今 
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雄健 的 步伐 ,走向 更 美好 的 未 来 . 
Ha: RELE REAR KARIN OR. 


中 国 科 学 院 院 十 
华中 理工 大 学 学 术 委 员 会 主任 
TM 
于 华工 园 内 
1999 45 À 15 日 
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ik 20 年 间 , 如 果 说 有 一 个 词 ERB TAS EE. ifr T 
tb Ed: £3 BEDIMUE ELS IBS BB AUGE. X RE ROÉ A R 
常识 的 直觉 .那么 ,这 个 词 就 是 忧 化 或 最 优化 (Optimization). 无 论 
工程 设计 ,生产 经 营 ,投资 决策 ,经 济 运行 , 人才 管 理 ,社会 结构 ， 
和 人们 都 在 追求 一 种 至 上 的 境界 ,追求 一 种 "极致 ". 这 种 普 遗 
的 冲动 最 终 彰 向 最 优化 . 而 且 ; 自 然 界 本 身 早 已 按照 最 优化 的 原则 
决定 其 存在 形态 与 演化 方式 . 综观 自然 与 社会 ,人 们 确信 :最 优化 
万 是 任何 事物 趋 于 平衡 时 无 可 逃 革 的 一 条 规则 . 如 此 普遍 的 规则 
不 可 能 没有 与 之 相应 的 伟大 数学 理论 ! 作 为 一 门 数学 学 科 的 “最 优 
化 ”, 非 同 寻 常 地 热乎 起 来 ,万 为 自然 之 势 ， 

最 优化 问题 可 简单 地 表述 为 :在 给 定 条 件 下 求 一 函数 的 极 值 
点 . 在 这 种 意义 上 ,最 优化 理论 源远流长 . 然而 ,只 是 到 20 世纪 下 
洲 叶 : 关 于 最 优化 的 一 些 基 本 结论 才 被 发 现 .因此 ,作为 一 门 独立 
数学 学 科 的 最 优化 ,万 是 最 近 几 十 年 间 数 学 迅速 发 展 的 产物 ， 

对 一 个 曲 优 化 问题 的 解 管 自然 分 为 两 个 部 分 ,首先 ,必须 同 管 
该 问题 是 否 有 解 及 其 解 集 具 有 何 性 质 . 这 方面 的 研究 构成 "最 优化 
理论 ,其 基本 内 容 正 是 本 书 所 要 介绍 的 . 其 次 ,对 于 一 -个 确 知 其 有 
解 的 量 优化 问题 ,具体 求 出 其 (准确 或 近似 ) 解 光 疑 有 重大 实际 意 
驻 . 一 些 全 来 您 强 有 力 的 算法 的 涌现 , 正 是 近 几 二 年 来 最 优化 方法 
的 主要 成 就 之 - -. 这 方面 的 内 容 将 在 本 书 的 鱼 著 中 加 以 介绍 . 

本 书 以 Banach 空间 作为 处 理 最 优化 问题 的 基本 空间 框 友 . 这 
看 来 是 一 种 较 合 理 的 选择 , 它 既 不 像 Euclid 7s [8] SE BE 4k 2c HE, 
也 不 像 拓扑 向 量 空间 那样 失 之 过 宽 . 因此 ,本 书 所 处 理 的 实际 上 是 
“无 限 维 最 优化 ”本 书 尽 了 最 大 努力 来 证 明 :关于 * 有 限 维 最 优化 ” 
的 许多 结论 ,在 某 种 更 为 简 尘 《因而 也 更 自然 ?的 形式 下 ,也 适用 于 
无 跟 维 最 优化 . 这 是 一 个 极 令 人 鼓舞 的 事实 , 它 不 仅 带 来 了 具有 高 
度 概 括 性 的 统一 理论 ,而且 为 最 优化 理论 应 用 于 数学 物理 及 控制 
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理论 等 领域 开辟 了 道路 . 

本 书 第 一 章 给 出 全 上 书 所 需 的 预备 知识 . 对 于 “无 限 维 最 优化 ” 
这 一 课题 来 说 , 斌 图 分 析 无 疑 是 必需 的 基本 工具 . 第 二 章 主要 是 为 
讨论 “ 非 光 沦 最 优化 " 作 淮 备 的 . 部 分 地 应 最 优化 理论 之 需要 而 发 
展 起 来 的 “ 非 光滑 分 析 ”, 自身 已 成 为 一 个 内 容 丰 富 的 独立 学 科 , 其 
应 用 价值 已 超出 最 优化 理论 之 外 .第 三 章 所 处 理 的 “ 择 一 定理 "所 
宣 了 一 系列 互 有 联系 的 定理 ,它们 在 最 优化 理论 中 起 着 十 分 独特 
OA Ae aR RRA” 读者 将 会 发 现 , 该 章 是 作者 
最 着 力 的 部 分 之 一 ,大 部 分 结果 被 推进 到 迄今 所 知 的 最 强 的 形式 ， 
不 少 结 采 属于 作者 和 且 是 第 一 次 发 表 . 我 们 认为 ,即使 作为 一 个 独立 
的 研究 课题 , 择 一 定理 亦 有 非 同 寻 常 的 引 人 之 处 ; 它 所 独 具 的 优美 
逐 辑 形式 在 数学 中 是 很 典型 的 , 第 四 ,五 两 章 无 疑 是 本 书 的 中 心 内 
容 , 其 中 概括 了 “ 单 目 标 最 优化 理论 ”的 主要 基本 结果 , 大 部 分 结果 
革 于 近期 文献 ,但 作 了 尽 可 能 的 改进 与 整理 ,因而 往往 更 具 一 般 性 
或 形式 更 为 简洁 , 作者 相信 有 一 部 分 结果 实质 上 是 新 的 ,当然 ,其 
合理 性 与 价值 仍 有 待 恋 者 审验 . 第 六 章 所 处 理 的 向 量 最 优化 可 分 
为 两 部 分 :其 一 是 “标量 最 优化 ”的 直接 推广 ,这 部 分 内 容 虽 不 可 缺 
少 , 但 不 是 最 有 意思 的 , 它 反 映 了 一 个 理论 在 其 发 展 进程 中 的 例 行 
扩张 . 另 一 部 分 则 是 真正 体现 向 量 序 特色 的 内 容 , 它 包含 许多 远 未 
完全 克服 的 重大 国难 ,因而 对 于 喜欢 应 付 严 重 挑战 的 研究 者 更 具 
Ra A. 对 于 这 样 一 个 问题 与 结果 都 在 不 断 涌现 的 研究 领域 ,本 书 
作者 只 能 谨慎 地 选择 若干 较 成 熟 的 材料 ,以 作为 对 有 兴趣 读者 的 
初步 导 引 . 从 逻辑 上 看 ,第 七 章 是 第 四 章 的 自然 发 展 . 但 “高 阶 问 
RA" 无 颖 具有 更 大 的 难度 ,因而 不 可 期 望 与 “一 阶 问题 * 岗 样 成 熟 的 
结果 . 实际 上 ,已 有 多 种 处 理 高 阶 最 优 性 条 件 的 方法 ,本 书 只 是 选 
择 了 其 中 的 一 种 而 已 .本 书 所 用 的 “高 阶 变 分 导数 "不 失 为 一 个 有 
效 工 具 , 以 至 作者 对 之 情 有 独 钟 . 但 作者 无 意 贬 斥 其 他 可 行 的 选 
择 . 


在 任何 意义 上 ,本 书 前 七 章 都 不 是 最 优化 理论 的 一 个 全 面 总 
"E 


结 , 因 而 自然 有 许多 重要 内 容 未 能 涉及 . 最 后 的 一 章 似乎 应 扮演 
“补遗 ”的 角色 ,但 该 章 短 短 的 三 节 很 难 起 到 这 种 作用 . 从 本 书 所 能 
容许 的 简 幅 来 说 ,作者 至 此 已 该 搁 笔 了 ,况且 ,对 于 那些 非 专 章 不 
能 论 其 详 的 重要 专题 (例如 灵敏 度 分 析 ), 简 略 的 撒 述 无 措 于 一 种 
轻率 ， 

由 于 包 有 预备 性 的 第 一 章 ,本 书 基本 上 是 自给 自足 的 .作者 并 
不 追求 各 章 的 独立 性 ,而 基 力 图 将 全 书 组 织 成 一 个 前 后 连 咒 的 整 
体 .我 们 认为 ,不 同 部 分 之 间 的 密切 联系 有 助 于 读者 理解 本 书 的 内 
TF. 作者 尽 了 很 大 努 为 去 简化 对 内 容 的 处 理 , 其 中 包 揪 采用 一 套 特 
别 有 效 的 符号 . 这 可 能 会 影响 本 书 的 可 读 性 ,但 要 在 一 本 区 区 二 十 
余 万 字 的 书 中 容纳 与 本 书 相 当 的 上 内容, 任何 作者 在 可 读 性 与 简洁 
性 之 冯 天 概 都 很 少 有 选择 的 余地 . 这 使 作者 能 够 聊 以 自慰 . 凡 想 顺 
利 阅 读本 书 的 读者 ,务必 浏览 一 下 本 书卷 首 的 “记号 与 约定 ” 

本 书 的 太 部 分 肉 容 曾 在 华中 理工 大 学 数学 系 * 非 线性 分 析 讨 
论 班 "上 讨论 过 ,作者 衷心 感谢 讨论 得 成 员 对 于 组 写本 书 的 热诚 支 
持 . 著者 也 惠 心 感谢 华中 更 工大 学 出 版 社 领导 及 编辑 为 本 书 顺 利 
HRM HARSH. 


作者 
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AS=X\A(ACX) A 的 补 集 . 

A’ RAMU ARERR AMAR. 
A^ SR AREZ. 

BG) =Bor r= ty: |y alarh. 
Bn~=Br,rn ={y;: [yrl zr 
Cr 次 连续 可 微 函 数 类 . 

CU? :局 部 Lipschitz M KÆ., 
CCA):A EM KES BRS Sik. 

co A; A RDE; co A~co A. 

cone Ai.3€ A ERAH scone A—cone A, 
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Df. f 的 G- 导 数 . 
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Of (a) sf HE 2 BW Clarke 次 微分 . 
epi FF WER. 

FO ir Bt Fréchet $3, =f”. 
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Flr) Æ c BERE. 
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inf 4 = min A. 
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Lip; Lipschitz 函数 类 . 
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LX YM X BY 的 连续 线性 算 子 之 全 体 . 
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X'iX 的 对 侦 空 间 . 
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[r,»] = rto Oy oar li. 
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JL 点 说 明 


pL 括号 的 用 法 方 括 导 内 记述 意义 平行 (或 对 偶 ? 的 条 件 与 
结论 BL S S PLE ULHH FERA TR. 

2 引证 31.100 8 1. 1 PRL 1. 1060 E GE FB Ra 
8851.1. 1 的 结论 (i);[1,Th. 1] 表 文献 [1] 中 定理 LRH. 

3 指标 的 用 法 ”指标 (如 i777, 让) 的 变 程 (如 1 所 1 之 #) 在 
一 节 中 通常 不 变 且 只 注 明 一 次 ;出 现 于 汪 ,T,W, 门 下 的 指标 通常 
f EIE rR’. £:D-R", BUA r= Cr fede. 
n0) IC 2. on} i fiif ict). 

4 集 记号 d fy Fa 7X AXxB Elk 
fA 函数 , 则 记 CA, B= ilary) : z€ A, yO B LFCA, B) — 
M, Foi» ActB-—irty:rz€A.,y€ BRKo (rz: rE 
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Bia ShA « B 5S A « B (fit. WR FG, EF Ge 
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6 Mids [E Banach 空间 及 其 对 偶 空 间 中 的 向 量 范 数 
SERRET YEA] le |;, 记 为 sup Uf. 

T #5  Y.it Banach 空间 Y h — iE 89 P iP E, EA 


“tl * 


明 时 在 了 中 使 用 由 了 , PARES Y- ——Y.Yi—int 了 ;; 任 给 
锥 天 ,约定 天 -一 一 乓 . 

8s 极限 记号 lim z,clim Taslim pa)= lim gb 一 与 全 分 
Sic FB dc ex 5 gg k 

9* Bua AR HE RABY , = F,G,H 等 表示 :Ff : X — 2^, 
G: X ~ O,H i X — 2 fs X W:X + Regt X 
Yh: X— Z.T = F(Z), A = 2) B = h (a). SIM EAR 
EE MM 上 的 限制 . Yo CW'S A= efisgoh, Dii. 

10° Yze[0,1]:: =1—z. 

Ir FEES #F FARE ES RE RS EG XX 
站) 中 的 零 元 (0,0) 等 丝 记 和 作 0， 

12 “x 一 xo 了 时 了 x) 有 性 质 Po RRS Yc 充分 接近 于 xs 
时 Of Cr) aE P. Bin." OB nc AREER Ee > 0 充分 小 时 
ne A. 

ID < 记号 gt X — Y A « es CR else) e V ACYL Ag 
Aj Lgs aR Isc) 5 FES HK IE E. 


记号 与 约定 … 


第 一 章 
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第 一 章 HAMR 


本 章 概述 最 优化 理论 所 必需 的 基本 分 析 工 具 , 几 属 标 准 的 结 
果 铝 省 去 证 明 . 


$1.1. BAZAAR 


ËH, XY, Z, W Sic Re AS Banach 空间 (简称 5-35 
IR , XE rp i d Se ROSE sz 89 3 4E 8 3 AC T RC dE + 1. 任 
i A COXQU CX ,约定 

UA) = fale) : u € U, r € Aj. 
coA 5 spanA 分 别 记 4 AGES A ECT SH; ScoA = 
eoA,spanA —spanÁA. 约定 ASR S Va € A, b C Bias b, M 
Xa SbF X LA < BAR XXY) —X" XY^ ,这 意 
REYE OXXYO' BPE— Gsv) € XXY" RB play) =u 
(7 十 pr € X.yC€YO. Bl, (XXR —X^ XR. — 5-4 
PSA e Es wet Be. 

1.1.1 Habn-Banach 定理 i$ A E X HTS. 

W Au BA LWA Rp eX EMRE BRA 
意味 着 plar) = apla) plrty) <= plat ply) e Ory € 
X),u S PAMA X EMRE Rv HB vlLA — aoe < p. 

GD A u EA LER HE BM Jo € Xv] A = uH 

lv} = lel, 2. sup a EGOR 
QD AOA E XM Ju E X' «Go 一 |z| 且 jel = 1. 
«js 


由 此 推出 :了 一 了 和 We € X'iuGir)—uty). 

1.1.2 分 离 定理 RA, BCX 是 非 空山 集 . 

G) FA AMA N BHA Ju X^," € KR: «CAD 
oromn uBO.uCA) m «(B). 

GBSANB=CO,ABRRR. BEAMS. RAB RASH, 
WHE u € X',r € RelA) <r < u(B), 

Gii) X dim X < œ,A N B= OO, Me € X" NOn CAD 
= uCB). 

1.1.23& FIT. X ALCS =O RS 810 5 TRE. ERI 
XB GbE LCS AA MSM 08 SE de E n dn X, 
XX 11.218 

1.1.3 推论 EP QCX BASH AR. HRP 
f)Q S= AM ar E Xs ER: (Podr < Quo. HHL Q 
C X BIES AG, c NAQ R Je € Xiuco « (Q. 
T}. 

以 上 结果 在 本 书 中 将 反复 用 刘 ， 

1. 1. 4 Mazur 定理 i$ A C X Xj £8 RELAU ARABA, 
WW A — A A BRAK e A RSS. 

4dim X = of RMR X E X "sss EP T HAE. 
Bin EU S PIU ERW. 1.1.4 RR oS E S SEC EE E 3X — AE. 
SXREBESIRHGIX = X'o,8 1. 1.4 RAF Xp 
E. 

1. 1. 5 Banach-Alaogiu 定理 HU CX lj U 3EXESS' K 
SUAR CU 等 度 连续 .后 者 意味 着 Ye 让 0,20 > 0, Yu EU, 
Vx € BaD) julod] < 所 特别 ,和 "中 任何 闵 球 是 嫉 : 紧 的 ， 

在 本 书 中 ,一 些 较 精细 的 最 优化 结果 会 加 于 自 反 空间 的 特殊 
性 质 , 为 此 要 用 到 ， 

LL6 定理 ARSAX AUTHR. 


Ci) Bp u € XE SCXOCX PAD MPR. F ce EF 
ope 


RRA lut. 

GD X 的 闭 子 空间 及 Xt SRÁAMB SH. 

GD 任 给 4 C X,A 88€ CABFABA.AAFA AAG 
> ASE. 

iv) X P4E ARP p BK. 

GO RACK MA Ws c AMS 存在 序列 {x,} C 4, 使 得 
Ey de 

1.1.7 FAHER BAC LX,Y) RA) = Y, Jl] ABE 
BR. A A: X > Y deo SE SUPE TRIPS B8, U E d^ DS 8 th E 
A ACC LO.X). 

Ee DCXUCKX' We 

Di = {u € X* :ulD = 0}, 

Ul = (x € X 3 u(x) = 0(Y u € U)). 
WPA € LO .YO.UL T GEH Sg TBR NCADS RAW- X 
列 结 论 . 

1.1.8 定理 W A € 上 (X,Y 了 ), 则 成 立 ， 

G) NCA) = RCAL, NCA) = RCA), NCA*)1 — 
RCA), NCA) — RCA) B38 BA. 

(Git 闭 植 域 定理 ) RCA) 为 闭 集 > ROA" HARB S ROA’) 
= N(A)! eG RIA) = NGA'). 

Cli) CGB ETE) RCA) = Y © A’ RA MIRO) = X^ 
SARAR R. 

AP AD RE RAR CT BA — EE. BRR SCA 
BET- RRR. X Mew Yr © SCX). Ye > 0,58 
= (r,e) > 0,Vy € SCX) ,使 得 

|e — y| Zee |e + y| 201-4), 
则 说 XX ARR LRR Sl) a AAA XA. 
直接 看 出 ,区 是 Hilbert 空间 — X —3& s > 多 局 部 一 致 古寺 六 
严格 凸 .更 深入 的 结果 有 : 


L1.93E& (i) X PRA S Vue X NO :至 密 有 一 点 工 
€ SCM ule) = Ju]; Xi X^ PBA CX MAR u 
€ SCX" Mb uc = |z]. 

QD 4X ABB X Pa. a Ale) > el oo 


Qu) 3; X —3X P8 MX ABRs. 

Gv) X AR EE IESU EX SX MHRA 
BB— $& zs f). 

ALES ES WE SIC n] S8 RA [236.238 ]. 


$1.2 微分 理论 


VABÉEDCX.K:D—HR.g:D-— Y. demum 
性 概念 可 概述 如 下 ， 

1.2.1 定 尺 1 Baz. r [x 一 x) fifth 

fi) x liminf fir), 
则 说 f OF AB x Se LG RE AE SE), E E Isc Lwlscl. 车 一 了 为 
Isc Lwlsc], 则 说 上 上 半 和 连续 [ 弱 上 半 连 续 ], 缩 写作 usc Cwuse 1. 

2 车 zz 一 工地 er) > gir) WH g ec RRR XY 
= Z'.Va € X, 4:40 at glateia) > g GO, MRA g E ra 
Bro cr so — glr) Wik g 在 工 处 次 连续 . 

3 $ Lipg = sup |g (2) =g Cy) |/lx— y | CE Bf g 的 
Lipschitz 模 数 ). E Lip g < cc MUR gH Lipschitz BSE g 
€ lip. Yx € DFE x HPR U | € Lip, Wie ER 
部 Lipschitz #). 8 9k BM Lip.ig/f g € Ch. 

本 书 将 用 到 的 导数 概念 可 概述 如 下 ， 

1.2.235E X, VP & QD 一 站 (十 za) 和 别称 人 0) 9 (0) 
与 (0 六 假定 它们 存在 ) 为 g YE xc 386 a 的 右 删 方向 导数 、 左 侧 方 向 

ade 


Seong Se. HL iE Dig(r.a),D_g(2,a) 9 Dglasa). 

2° 车 Ya € X, Delra EE, B Dela, +) € LOGYO Rd 
g (E x xb G-RI SR JESKDg GO 4 DgGc, OH g 在 x 的 他 导数 . 
车 DAz) 存 在 , 则 DAz) € X* ,通常 称 DH f E x Bu RE, 
FIDE V fz). 

F E pa) = glatiad OOM WRECK e feria 
n Br p] 58e Lie dE D"g (aa). 

4 4 aglr) = gla cz) — gir. BREA C LCX,Y)， 
使 得 Ag(x.z) = Az + olr) CO [Agir Ar| = ol|z|)), 
Ji, g Er ATE A H g TE x HY Fréchet 导数 ,简称 为 导数 , 记 
fF g(r). 归纳 地 可 定义 gg Ar PR OD Be OQ DE 
处 处 存在 且 连 续 , 则 称 5 为 Cr BR. 

Se: OCXXY+Z. By Bo > yy) TR MRE 
BA pr yet x BRIE eG. 9 Gro 2 BEI XL io. n 
BW SCR (UE N.S PMMA 阶 偏 导数 存在 且 连 续 , 则 称 
?为 CIS. 

1 2.3 中 值 定理 WE [(r.y]—DE—f£&8. 

OSS (roy) ECTE, MEE: E lr y] tE 

fG) — fy) = Veha y). 
GD Æ g dE Ley] E. G- 8] f , A 
IgG) 一 g(y) | x _ Sup [Detz)| [x — yl. 

12.4 Taylor 公式 设 [x,x 十 zj] C DERE. 

O 荐 下 在 Lx,z 十 zj 上 十 1 次 可 微 , 则 存在 8 € (0,1) ,使 
Keres = 2. Blew + c3 7€ 十 zetl, 

K'POÓEJfF"UGO— ff). 
GD X g € CHN 


- 1 É k 
go +z} — »» RSS "(nz 


1 
- af Q — Og" + tz)" Ide = ollz |"). 
aad 


1.2.5 RARER Be: QOCXKXY + ZAC 函数 ,r S 
lpGrasyi = O69, Ges y) : Y ~ Z EA. Ride AR Cros yo $8 
WAH «x. y) = 0 有 唯一 解 yY = grd ff w= eles Hg € 
C. 

FH ES 26 CIE XE UT HE G Be © Cur cm lag Co: 
X — YEAH, y= go y — gU RMR x = 
g GQUBHzg'e€ct. 

1.2.6 Lusternik 定理 设 g € CR GU) = YW x 
€ 和 lz 充分 小 时 方程 g(zo 十 了 十 =) = glr) + g'Goz A 
y= yl) = olz)(z > 0). 特别, 若 z € NO GOD Mt > 0 
时 方程 g(xo 十 y + te) = gla BE y = y = oe). 

WA E LOG YO. 着 有 拓扑 直 和 分 解 羡 = 二 NOD OV. ME 
A d EET S. 当 dimX < off A BARRES M. 

1.2.73EX. Eg ECG] ,RO GO =Y Aer de 
RH, NEGERI Re OC BR. 

Eg = lg)? DCRR BC Rr I1 € D. g 
在 x, ARA S (CV n G0 SREB. 

1.2.8378. Re Er Ax C RHA 二 o'r). M = {rE 
X : gr) = gla,)}. 则 存在 一 个 从 NCA) 的 某 性 邻 域 到 x 在 MM 
LPR pe € C.H yz) = mm 十 z 二 ofs)ks — 0). 

证 EX = XOX, AP X —NGD.S 

P(n,02 = gla +a, gE) (2, € Xi = 1,2), 
NS € C.D, (0,0) = A[X, : X;— Y HAA. 于 是 由 1.2.5 可 
MAE Co ,zs) = 0 ARIE n= girn), tE 900) = 0, 
€ C',4(0) = 9. gx) = rot 2 + Oe), o BI SEE wR 


R. 器 
s 


$1.3 £& f& mH 


(EAA SETS BER PT OHA TAS 的 多 
值 映射 或 集 值 映 射 , 称 GrF E (0 1» € Fx} 为 下 的 图 形 . 显 
RF 5 Gr FATE- HE «DSL if HE ARAYA ER AC 
To FA 一 Y Er. FR ROD FT 为 五 的 值 域 , 称 DOO (x 
€ T: Px Æ ØA F HER MSk F: DCT > ZHWu 
E D = DGOOBHDsÉQ.FWEF':S—2 ev Fly = 
(ety € Fr) BR DETO = RU).RUF) = DCF). FERE 
意 者 ,多 值 映射 的 逆 屋 可 定义 ,这 是 多 值 映射 的 主要 优点 之 一 . 对 
任 给 A CC T.F 在 A 上 的 限制 FiA 定义 为 (FIAYCr) = Friz € 
AXGEFST-2£586:8—2" BAT SARH UCHR 
MGE Gs FELIG FX) = GGa E€ T). BR RIG 
°F) CRG) DG? FP) C DUP) (Ge FY’ = F3 (07 不 至 
RR. Ge F Bt GF. 

关于 凶 值 映射 的 进一步 的 概念 涉及 空间 的 一 定 结构 . 

1L3.1xEX HR: X — 2°, 

1 OEXPIESUS NE AC OX.FA OAR MiX FRR. Ya 
CX GFE CMBR VE PV ARUP aR. 

IO 车 Gr 玉 是 XY HATH MW EARE. BY =z, 
"X 5 Z' 中 分 别 用 强 拓扑 与 弱 * 指 扑 时 Gr FORE FB 
sw 闭 映 射 . sw ABR Se iy e. 

3 车 Ye > OLFEdE x BS AB BR V EE FV C Fert B00). WBE 
F f£ 7 Rb EAB s). HY = Z^ , 任 给 下 x 的 弱 " 邻 域 了 ,存在 
o> 0,08 FB,CrOÓ C V.B UL F YE x kb sw" BEER Sw - 
usc). Gi F Ed x € DCF) usc[sw'-usc]. Wl d$ F 3 usc 
[sw -usc ]. 
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AIT SRB LAR SE SH use 与 sw'-usc 分 别 为 连续 与 

1.3.23€EX. BR: X — 2%. # Yryy € DE) 有 (Pr 一 
Fy.r— y) => OH F EWR. BY x. € DE Æ oy M 
CFxc Fyor—y) > 0, 则 说 严 是 严格 单调 的 . 车 有 4 > 0, 使 得 
《Pr 一 Ex 一 y) ZÀbx—yl'Oxy € DGOO.W UL F d REB 
的 . 车 F BM, BOR Or v. r— 30 L8 0 (Yr € DEDA v 
€ Fy; 则 说 下 是 极 太 单调 的 . 

L338 ir € X, Q gr = (iu € X" tute) = |e P= 
[x 1/8 1.1. 1 E HEHH .rz 56 CO. Fe IE X BERE]: X27 
AX AAS. Bu € Jr.v € Jy. Wl 


üt — U,r — y2— |r|? uly) vir) + [yl]? 


zd — 2ir||yl 3 ix eo. 
TAJ EERME ERR yE Xo c XCOHiBUr—vr— y? 
S Ye € XAR X — y te Sr = 1d py > 0) 
得 l 
v(z) & Ey — iz),z2), 
sU) = |y|*. HEM o © Jy. OT BARK ALIAS. 
13.40 HF: DCX +2 BAH FEDA 
TARA F BA BEES y FED ARKE. 
L359 OEF DCX — 27 BAKO OF 
是 sw" HS ws ABD. SET Po AS ARE X BRO FIED 
内 部 是 sw-use 的 . 
GO R F: X — X" EAR. BF KI FRAU 
Wie X Bm. FRAKE OF KIER. 
Gn) Gp A: X — XX' 是 单调 的 线性 映射 , 则 4 极 大 单调 日 有 
AOI AGC LOX, X’) 
13.60 2X ERF: X +2 极 大 单调 且 
lim dO, Fr) Los 


TE DEE» |r] sm m 


(4 DD(F) 有 界 时 认定 此 条 件 自动 满足 ), 则 RCF) = X" .特别 , 苦 
FiX— 六“ 极 大 单调 且 lim |Fz| =o MRE) = X iE BE 
SE F PRESE. zx. 

1. 3.7 推 论 iX BERE.A:sX — X^ on GS ER FERRE, 
WA te LOXC .XOB A ! 亦 强 单 调 . 

证 由 1.3.5,A-€ LOX,.X'OBBCK 3 gu. A i He d e o 
jB 2 Oe € XiCAz, 2) LZ Ble]. 这 推出 

lAr] = B|x|. re X. 

Wik, 4l2| > om |Ar| > 0, TH A BMH; 当 |z| + o6 时 
[Ar| 一 co, ATR A WHC. 3.6), Mi AR. h 117.A te 
LOX' X), N 

关于 本 节 的 内 和 容 可 参考 文献 [93,238]. 


$1.4 ” 锥 与 对 偶 锥 


在 本 书 中 , 锥 是 一 个 基本 的 几何 工具 , 它 用 于 定义 序 或 拱 述 具 
一 定性 质 的 方向 , 在 最 优化 理论 的 研究 中 ,运用 锥 的 技巧 是 必 不 可 
少 的 ， 

1.4:13EX. ROAK C Y. dj Vo 2 010K CK, WEK 
为 锥 ; 当 dim span K < oo 时 ,说 天 是 有 限 维 锥 . 

aK CY il. K 是 凸 维 全 K+K 所 天, 玉 EAR 之 0 
CRB K RADE, EX er ye y—r€KGOylnsr( ry 
EY) Wo X Y 中 的 拟 库 .本 书 中 ,总 以 Yi 记 了 中 某 个 纵 定 的 
Bi PUE. BRERA E Y 中 使 用 由 了, 定义 的 拟 序 < ,并 的 
VE rye y-r€YN0) OGylrc«yoy—rtY,; 
e yD arlry E Y), Y = —Y. 4Y.0 Y. (0s & Y, 为 序 
EY 是 序 锥 名 它 定义 的 拟 序 所 为 半 序 .在 R* 中 总 使 用 由 锥 
R+ 和 定义 的 自然 向 量 序 x ec Sy ey r ORO nz y(O 

ge 


XL XXom.rQ.y € RU. 

任 给 4 C X. A se (D. Br cone AS Un4 为 4 生成 的 锥 , 记 
cone A = cone Ai BA’ Ain € X" : uCA) Ze 0; 为 A 的 对 偶 
HAED = X. SERIE PRG AD: A AE A 
HLA T BS A'DRB'; ACTA; A'= (co coneA)';A 
是 子 空间 > A= ALAMA A D —A'—(A EX 
Æ F AH R EEO CRE ESIE XX', 否 则 与 对 候 空 间 温 
B n. 

1.4.2488. iK Y Rd. 

G) HAE K'.Wlinf AK) = 0: A€ Y^NK" LB] inf ACKO 
= —co. KE. dE ACK) Sr > 一 co MAE K'Hrx 0, EE 
MK) rco, AC -K'Hr zo. 

Gi) XP y € K" 056A € K^, AG) > 0; 4A € K^ lal 
— ool Aly) =+ co. 

GID @K AGA KR yc OKA OAC K’, 
ACy) = 0. 

1.4.33238 Y= YON Y'>O4 ¥ HEEBSL,Y.— Y 

以 上 结论 今后 将 反复 利用 , 它 表 上 明 了 + 与 了 的 关系 有 各 Y 
与 Y'* 的 关系 . 特别 ,利用 1.4.3 并 铺 合 1.42, 得 出 以 下 推论 . 

1. 4.4 推 论 任 给 MM 0S (Yi. SO Yr 
= C. y > OS (YiM0},y) 20. 

1. 4. 4 是 判定 “向 量 不 等 式 ” 的 基本 依据 ; 任 给 yr € YA y 
E r SAD) I AGOA E Yi HY? OH yz AGO 
> A(z) (WA € YMO). 

1.4.8 Krein 定理 iE AC Y ATS, K CY nit. A. 
AN Ks CARA EBIHIEBRALEEIE ER ACA N KO) Some 
dec K', Evld — A. 

在 锥 慨 念 对 最 优化 理论 的 应 用 中 ,最 基本 的 操作 是 求 对 偶 锥 . 

«10.8 


为 此 , 需 用 到 关于 | SK) VOD KO BERE AE. 首先 ,有 以 下 
简单 结果 . 

LL RM BKCYO 之 i 之) 非 空 且 蚌 锥 ,至 多 一 个 全 
(S K)' = N K. 

形式 上 类 似 但 更 有 意义 的 问题 是 : 若 民 ,CCY(l Sicne 
锥 ,是 否 成 立 

(f) KD = DK? ep 
Ba NK) DDK; 是 平 几 的 ,但 相反 的 包含 依赖 于 一 定 附加 
条 件 , 且 其 证 明 是 非 平 凡 的 . 

14.738 — WEK,C YO x :所 是 锥 , 则 以 下 每 个 条 件 
eh Bae), 

G) K: SARA SKS 3397 Hl. 

GD K, 是 开 此 锥 且 OK, Ø. 

(ii) m = 2,K, ETZ, K: BHA K N K? eS. 

证 RERE A € CN KL) EA C SK! CE PEG) 
RMAC D K SJUBLISZx€ Xiao 一 (SIR ,xr), 这 
推出 x) «0, CK or) SOM © NRO ALD ,这 矛盾 于 4 
€ (N KD". BRAG) 满足 , 令 M = (Guys iy € Y 
K = [DR Grey = AG) EY" PFS M GFE 
天 应 用 1.4.5, 得 pg 二 (A) € K'= | [K pM 二 了 .这 推出 4 二 
DUA © DIK. aH) 满足 , 则 对 XIK, 应 用 1.4.5 得 vw € 
K; v| K, = AJK. 于 是 

à = (A ~v) tv € Kt + Kj = Kr -+ Ky. Li 

关于 1.4.2713. 4. 7 可 参考 文献 [93,238]; 进 一 步 的 结果 见 

$3.1. 


AAT BAe X* p ARN mOn 1 a. 70)0. 8X B 
反 时 ,这 归于 判定 强 闭 (1.1.3) ,为 此 可 利用 以 下 结果 . 


“JL. 


1.4. 8 定理” WALBC X Hr. ABBREAC, N Ca id}. 
ApCs irt A CC a)  NB-ANAR. HIM AAR 
X 的 团子 空间 ,8B CX RBOAE.AB5-—:01.A x B EAR 
HM A+ B EAR. 

注意 ,即使 在 有 限 维 空间 中 ,两 个 团 凸 锥 之 和 也 未 必 是 闭 的 . 
FE RPA = OK RK ORB = {iry ta bets yr, 
y 201 SRA TS SE BAT B= AU (OU X (0.9) 
是 非 内 的 . 

1835 3: E 1123,93,116,177,238]. 
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ie Ra BS CES UL AGIR) Rl (HORE SFO Ee. 因此 ,各 种 音义 
下 的 号 明 数 在 本 书 中 有 基本 的 重要 性 . UPR DCX: D= 
Rag: D> Y.G: D — 25Y 中 已 由 闭 凸 锥 Yi SAR 过 ;二 
[0.1]. 

1.5.1538 DENR X VycD. cJ, d 

Or t Gy C Gür T #39 + Y, 
G' = 1t S RR), WR CHY,- SRV x.y CD, 
rFytE€ 0,1), 
tGx Gy C Gir + ry) + (OY. 0), 

WC 是 严格 了 + omg SRO PRI) 的 意 指 它 是 及 ，- npe 
格 民 ; - 的， 

AT CUM S B8 — 16 S p Za ia F. 

1^4 epi G = (Cry): y € Gr Yo GRE G MER). 
U GEY,- Ses S epi C 是 凸 集 . 注意 

epig = (Cry) : y Z8 girih 

r GEY,- GR c 对 任何 止 组 全 了 一 Su € Du zm 

0,95 lbnC€Dlusiumd »inGz, CGO + Y,. $8 
* 12 。 


Glee E OY. - ORR OX EGER) = Sinn A el) «X 
Sagini RER Y,- GH S arsy € Dur + yt € OD 
ih ite H Ey Z etr) + EgO). 

Y g EY DORS e YAEY A. gy EORR. Be = ug) 

(DR We EDE e» ah, BOW. 

RIC en XC RS e B E A — HR RBC. 

1.5.23EJ38 设 f X PA D ANA eR T. MU P SERT ARTE 
EES E CU) f£ &TsR BCC DALLA GD f ERT 
EKAA disci Gh) Fre DAR SSE; Gv) dim X < co. 3; / TE D 
内 为 Isc gk G-E pk Nf y wlse. 

Uo RAE RAT ERST. 

1.5. 3 定理 ix D dés p 5E. 

Gi) FÉ ROAR, WN DA FO zo HEL A 

D fr) = Dy Fr g Afero trer te € D); 

X; dim X < eV (Ca eee WW fOr) = Vie. 

GWESPEDEEGC WAM. SS Sart: © DM 
(VF: S Af Grex) S V f£ die UR A P gg em 4 rer 
+2 € Di ORY ah) < Af/Cra SUS PR 
F8 V E, XR RRR AT Sp Ot Sf ER, H dim X x 
ceoBp fe C'. 

QD DCs FEM fj e vr € Da € XD fir, 
z) oe 0:18 fCr,2) > O(Vx € DG x x € X) > f NS. 

(v) 3$ dA > 0, Yr C Dye € XiD'fix.z) ze À|z V^, m 
VRB. RSV SRB A09 0. arte € Dat 

OV fir S AFT EY) — AD jef’. 

1.5. 3 B f JE e £i i dii FIT. ol fc AC. 例如 ,车 gg 是 (; 可 
TALMI g GS 2 r.rd: € DH Nerds x Agta.) ; BRA 
D'gGrezofg Y£ 1E . M gie Ye E D.Vzc XD gir.) m0. 

* 13 * 
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1.5.4 定理 Sf IPS B asc, WFE a. > 0. t 
f(x) > alri — BO) x € D»). 

关于 1.5.2~1.5. 4 的 证 明 可 参考 [93]. 

在 上 刁 函数 对 最 优化 理论 的 应 用 中 ,往往 只 用 到 吓 一 数 的 多 个 
性 质 中 的 某 一 特定 性 质 ; 悄 由 该 福 质 界定 一 类 也 数 , 则 这 类 函数 较 
凸 函 数 为 广 ( 因 而 称 为 广义 凸 罗 数 ) ,而 在 最 优化 理论 中 可 起 到 光 
iF Oo RTE. Bh RE PO RO RAR 
为 广泛 ,广义 凸 函 数 的 种 类 也 极为 多 和 料 . 下 面 仅 对 基 些 常用 的 广义 
BE RA. 首先 考虑 可 微 函数 ,以 下 的 广 文 凸 性 定义 是 从 
1.5. 3D 3H HE 3E BY. 

1.5.5 E X, HF: DXX'— R,FG, + BRAM Gr C 
Ri: DXD— Rí.0C. y) = 09 r — yr € D, VIDEE. 

O X Vy € Diah fy) —f Gr) ze FC V fix) +r, 
SOLA flr) > FOV fOr) + rx, 32], i f£ E x SF 
D ACF A) LCF or ,0)- Fag (5 ]. 

GD X; Vy € D: Fly. V FG) + róGe,30 > 0 — fly) > 
PCr) WWD f Xe x HF DOG wr - Mn. 

(D e Vy € DMZ fO V f Gr) trita, y) = 0 => fO 
zfG»9EKfGO f]. Bü gi f dk x BF DG or 0-4 0 
[Gr - FD] (B-3[171)). 

B rEexuypssmeDb»nbIEEubF:DXDXX'U—HR.Für 
y OERA: E DECIR. E Vx.y € DifCy2— f(x) 
= Foye Vio Hry) GS E D EAE, O-G. eh 
Bb. Her > Ofer « 0]. WR CE P-L TOSS CE LOD- 
iar = ON. O- CRRA Om. 其 余 类 推 . 

定义 1.9.5 HG T S RSS YE TEL. 

1G 0G) = q[x— yl Wr O-DA rA RH 
HE. 

2 E FE 

E 14 * 


CERETI) ,D:D 一 天 是 给 定 的 ,网 称 CF,r)- 


AG -fE DEG) ARRB GE g: DXD— X.rc€ 
R.Vx.y € Defy) — f(x) Ze Vf Cr nr ytr ryl. 

Ser 0, RUE Gp n) DON pi, REHE. [83] 最 早 考虑 "六 
GHE” SERRA E Ph Gnvex). 

F Ey) = yr 则 闻 凸 与 他 严格 凸 分 别 为 通常 的 凸 与 
Pe eh vii ^2- 34 RR A AL D 9 D 853 "n PES D S BELIEG. 为 
明确 起 见 ,分 别 给 出 Pee KF D S A MOA Pe 
凸 的 直接 刻画 如 下 : 

Vy € Difty) — flr) OVI fG.y — x); (1) 
V y € Dich Oo fr) 2» (Vf ry — x); (2) 
Vy € DV/ yO 7) > 0c Soy) f(r; G) 
Vx E DiCVfGo.y —x) SOs fr 0D 

V y € Dich V AG. y — or) Z8 0 > fy) > Fle). (5) 
直接 看 出 ,以 上 诸 凸 性 有 如 下 关系 : 


EIL. 
"Ed SSS yn Bit (6) 
Sue m 27 
BES MESES B EBEN be Rp ROC)”, DUE 
RAR ORR. 
下 面 用 若干 初等 例子 来 说 明 以 上 诸 概 念 的 一 般 性 及 其 相互 关 
1.5.68) CR FGOXR EST $$H Cr) > 0,4 Brey) 
= [Fiy fid He] ir), Wy 
LOR) = fv) fG) de. 
pi NU, ie OBL FONS go Pie = ORFS OH ne Tae 
q-P 3 7134 6 0 BEL OS ge PR SE m. 因 /严格 增 ， 
AO y x x BY, 
fry — 2) SOS y > xr => fly) f(x), 
+- 15-5 


wp, S PR DD. ER fon) 一 2x 十 sin r Bw Fd. 

2 WE fGO = sinh Sax xm 

pez y) = cos fsin y — sinr), 

则 

frm y) = 3sin reos rtsin y — sin r); 

E Gomen y> 0 => sin y > sin x > fly) > fOr), 
Ta Pees. BA faa) = fa/fa f n/a) > 
0 Wi A HIER A 0U2)9g/2, x/4) = OR 人 wi/4) <= 
Jones f£ 383b 9- t à. 

i FOr) = r sin wer € 六 .此 处 


D= fr € RY tari to ri yal. 
isin yo — Sif ry, Sin y, — Sin Fay 
"um = 5 -| " 
Wry) | COS XL COS E, : 
由 
. sin 一 sin + - - 
COL f GO. gery) = IA yT T -e sin vy — sin om, 


COS J| 
cos T 
COS I, 


(yi — m4) o sin y; ~ sin zr; tr € [xj] 


Eloy, — c, + sin Y; — sina, = fiw) — fix), 
可 见 £X gs. Be no (0/62/25 y 一 Cx/3,0) 有 
(VF Cr) yy — x) = 0, f) = n/B x (x — = fon), 
可 见 f£ SE fa. 

i flr) = cos? x(0 <x «X n/2). 

J(r,y) = sin x(cos x — cos y). 

则 

Peger, y) = 2sin? ecos (cos y — cos r) 22 0; 

三 (TBT y) Z0 cos y Z2 cos r 2 fO) zm f(x), 
WR FX yh. A EE ::) 

E 18 a 


= 


ae ES 7 


| fs)-/ i 1| 
知 广 并 非 y- i5. 

MF SE TY fh EA SE MEE : 

15.7 ROAR. E Very € DWE JR 

fart ty < Sf V fC ZS maxi fah f G0 
WWE Fi sa Very € D.t € (0.1), 

px oy — fax tity < fad V fO»), 

则 说 f£ md Yzy € Da € 00,1): 

FG) # fOD > fF Gr diy) < fan NV fio, 
则 说 fF RHD. 

FRE: SMA S Yr € Da ER QARES X» 
= 18 JO tr) x maxfir) S Va ER XC x OAOE S 
fe G- 可 微 的 , 则 1.5.7 Ae SC BS HA s SRS) 所 刻画 的 氢 丁 一 
SR. Ri ARS > HUS BERE HE S PER PER a > 
WA | dO B msg. 

1.5.88] 1 E fixo LHR AR. eH > fu 
Df Pe > (RDS. f = x RGB BER r = 04 
A Fz 05 i. 

2? fr) = 06 (Ox x of = 1 Vy SOL SS 
WEP Row FO = 0 Wr 000) = 1,9 ERS 
而 非 氢 凸 . 

1.5.5 58 1.5. ? Se SET TA ELS LP n e: DYCK 
手 Y+) 拟 凸 意味 着 ;YzriE D,Yy CYA 

gi) Sy = 1,2) > ginn D x y 
但 由 于 向 量 序 与 实数 序 之 间 有 重大 差别 ,形式 地 定 广 的 广义 凸 向 
Bi ART SR Ze eR OTE. 例如 ,对 所 
+17. 


P 3x eg BAS SS Hf A el. — RS BÀ FELT EC D i b TEE BEC. 因此 ,对 
T mp (em fu EET EH BUB: "概念 :g E" dm" 
VA C Yi dg BW OM. Ee" x ROE GK. 可 直接 看 出 * 所 
Dp H4 (ABA. 
1.5.9 0|. Bg: R — R^,z— (min{2z,1}.,—min{z,2}), W 
不 难 直 接 验证 5 TENES EET. 
((2.D,gCr))— 2 min{r,]} — minirz,.2j 


EX xccl. 
qe Lr, 
0, x2 
不 是 拟 凸 的 . 
SAF 08E:[93,120,170,171.177.222,238]. 


$1.6 极 值 


无 疑 , 极 值 正 是 本 书 要 系统 考察 的 主题 ,此 处 仅 给 出 最 基本 的 
定义 与 结果 ,以 作为 更 深入 讨论 的 准备 . 以 下 设 DCX: D> 
Rr € D. 

1.6.1 定 8S) = min FD), We FS RA 
{或 全 局 极 小 点 ), 若 Yt © DNF: Fr) > fC) MRS fd 
严格 极 小 点 ,车 存在 去 的 领域 N, 使 是 了 LD 门 N) 的 极 小 点 
[严格 极 小 点 ], 则 称 五 为 的 局 部 极 小 点 [局 部 严格 极 小 点 1. 关 
于 “ 极 太 点 ”的 相应 概念 可 类 供 定 义 . 

关于 和 极 值 的 以 下 过 本 结果 可 看 作 经 典 Weierstrass 定理 的 推 
r. 

1.6.2538 38 BY AR.D BASH wlsc, lim f(r) 
== o02,J FOR. 

WE Sa = inf f(D). Riz,) C Do fGs) — a. (ix BE 
AF. OX 自 反 ,可 设 aux. DBA xc D. TH flr) 

+186 


一 一 一 


< lim Fr = o 这 推出 Fn = ana BA F RD. L1 

注 EDAR MAC RT lim Si) = oh ME. 
今后 在 类 似 情 况 下 都 作 此 理解 . 

若 附 加 一 定 凸 性 条 件 ; 则 可 得 较 强 的 结果 . 

1.6.3 定理 WE Do. 

(i) PX BE.DABH.,dnmmB Isc. | lim f(x) 一 
co, 则 下 有 极 小 点 . 

Gi) 4 S RUG W 六 至 多 有 一 个 极 小 点 . 

Qi) 若 了 上 拟 凸 , 则 地 的 极 小 点 之 全 体 是 一 凸 集 . 

Gv) 车 了 严格 拟 凸 , 则 上 的 局 部 极 小 点 是 全 局 极 小 点 ， 

WIRD, offre. x EE FIR x. M D. fc. D— 
x) Z0, f PRESE ASK. 

(WWRVIPMRE SIE SMR) SMV SSD SF 
SO4re DAV) =O; 4 f£ dE x XT DnR 
E. 

WEG) h 1.6.2 5 1. 1.4 f& HH. 0D 一 tiv) 是 定义 1.5.7 与 
1.6.1 的 直接 推论 . (vA BT OE EHE SEO. E Mh 1.5.20) 
有 fG)—fOO)») zm D.fG,x—z)0x E DD) ,由 此 得 出 (tv) 的 后 一 
半 . (vi) 的 证 明 是 类 似 的 . O 

1.6.4 Ekeland 定理 i$ / AIR D EX isc,a = inf fD) 
> —00,6,0 D> 0, FCD Sete WHE sr € D) Blr), thig 
f(a) X fO, B Vy © Diart: 

FG) « fy) + t) — yl. 
特别 ,有 r.€ 万 ,使 得 fixo = min[ f(y ) 十 ele— y|] Zare 
( 称 此 ze 为 了 的 ^e- 近 似 极 小 点 ”). 

证 BRERA. 归纳 地 取 定 nuQ SOME ROURA r, 
ape tas EP 

Iz; x | sg eI [fn 0 — flr}, i 1:2, D 


1 19:4 


4 5,— ly € Dant fOr) z fy) 46 efyd W s, 
COCOS BI x= c, CLE EE XESGEO. > B,— inf (G2, ll fa) > 
Boe HR oraa€ S. fra) < CBA fFIG01/2, RS ODOBSIRN i 
+1 1 成 立 . 这 就 得 序列 {x,) C DERE 
Una xz de [f — Frp a = Ol. 02 
ak (2) 32 54 Pa ANR. 于 是 fr) +P 2a Ën >m Mbt 
(DA 
lz, — En) S Get PG.) — flr) Js 《3) 
HY Aur, }4@ Cauchy 9j. i$ n x € DD 由 式 (3} 推 出 
n, cox.| Spo de fir) — fOr) J « be e+ € — a) = 0, 
Msc DY) Ba). A f£ Isc. ARSE HAG 
f; s lim Fr s flr) — 8 ![r— ralin BO). OD 
BUDI fr) s fGO. 国 已 设 定理 不 真 , 故 有 y € Dai ER 
fr) zm fy + es ! Ex yl. Vn Ze 1, B8 GO 
fn) mf) + 8 |x a 
a fly) + ety xl. 
可 见 y € S, 因此 fy) z- B. 2/4) — Cr). & n 一 co 得 
f(y) zz p (8 B S f(r) > fy). BaF. 


Ekeland 定理 是 现代 极 值 理论 中 最 有 意义 的 成 困 之 一 ,有 很 
多 重要 应 用 (参考 [47,591). 
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第 二 草 ” 非 光滑 分 析 


在 最 优化 问题 中 ,无 论 角 标 函 数 与 约束 果 数 ,都 可 能 越 出 通常 
可 微 闸 数 的 范 瑟 ,因而 使 传统 的 微分 学 无 以 为 用 . 在 这 种 情况 下 ， 
本 章 所 讨论 的 非 光 滑 分 析 是 一 个 有 效 的 替代 工具 . 非 光 滑 分 析 的 
楚 本 问题 是 ,将 传统 的 微分 学 方法 加 以 推广 ,使 之 能 在 多 少 类 似 的 
形式 下 用 于 一 定 的 不 可 微 肾 数 . xx — EAR CL d SUME AR B5 35 E. 3E OC 
滑 分 析 的 结果 不 仅 成 功 地 用 于 处 理 非 光滑 问题 ,尤其 是 非 光滑 最 
优化 问题 ,而 县 也 用 于 一 些 初 看 起 来 没有 任何 非 光滑 性 的 问题 ， 

本 章 限 于 考虑 凸 函 数 与 Lipschitz BEES YE aE. fad 
微分 的 定义 ,性质 ,计算 方法 县 某 些 相关 问题 . 


S21 次 微分 


设 三 :其 一 到 一 RU {hD Ss DÆ ir: fir) < el 
e. 

2.1.1 X Be € D.K 

ao X | ju E X? zu Z Aftr, +>} 

Hkc ABS. X 3fGo € SMS E e RIA. H ER 
每 个 上 € az 为 了 了 在 了 处 的 次 梯度 . 

注 1 BRM aC aftr) & (yb: t—-fG) = uly r); 
是 epi f £E S Cr. f GOD SEIS] SRY. 这 一 事实 可 与 导数 的 切 
2% EFE HE TAR. 

PRS D LRM. He = erty € Lry] CD, 
取 E afie), fl 

+21. 


f(z) -—tfG) + rfG) 
sr) + ale — x2] 十 LA + ule — y] 
= tf) tr fiy) 
[UL fou. iX — BR ATER E DOR FUCT DR CUR 
管 定义 2.1.1 本身 并 不 涉及 函数 的 凸 性 . 
2.1.2 例 1 X — BME: 及 一 及 ,容易 验证 
DT) = [g Cr) g, Crd]. 
2 f(a) = lr 2 Cr € X), SHR af = J,J IK 13.3. 
BR AFCO) = FOO) = (0. RKB x 40. Au € afte), Mil 
je |faf= Sup “Cy = ulr) x; D, ftiz,x 
= |z|? =D fir, r) Z ulr), 
这 得 出 zx C Jr Re Bu € Jr Vyc X: 
u(y — 2) € luliyl — Ix xz fip — fin, 
TH u € afGO. M afCr) = Ja. ~ 
3 WEG rl € X). X x 5 0, 
af Cx) Ix| 712€ fa (2/29 = fat de 
= {u XX": lef = luir) = |z|}. 
u € a/(0 € Vx € XiuCr) x iz|Slul x 1, 因此 
ao = BO) C X*. 
4 任 给 4 所 元 ,4 的 指示 函数 64 定义 为 
0. xe A, 
oo, re AS, 
TES x CALA alr) = Ge A)’ HARB 
BT) = (— AMT) tr}; 
a 4 是 子 空间 , 则 ar) = AL. 
下 画 给 出 了 了 在 一 点 殉 可 微 的 必要 与 充分 条 件 . 
2 1.3 命 题 3 uu € D. 
O ÈE rah, E rH ise. 
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H 


alz) = 


GD u € Afir) S u x D, fix, SOD fr.) Se OI 
u € X' BN fee ROR. M D fi.) m —c. 

Gi BA r > fOrMBGre € lepi £^ ON £ Tk x ix T 
微 . 

(iv) Sf E x Meee S TE x Ob R.A afr a X 
DE. 

证 Os GO 的 证 明 是 直接 的 (参考 1.5. 30)). 

(it) 11.204 WB) € XXR. 

u(x) 十 及 FT Svs) + Br KO0 D. 
vC) BBFCr) < vir) Ar. HED Bo 0.—-/B€ afir). 

Gv) 由 了 在 了 处 连续 推出 Wr > fGOoiG. € (epi D, 
因此 afGo s C. BRR afr ER Po fe. rn 

— Af(z, — 2) Sule) EE Afir) (u € aft) 
及 了 在 工 连续 得 出 az) 等 度 连续 ,从 而 弱 " 紧 (1. 1.5). E 

A FAREA ES GRRR. 

2.1.4 X38. SOA x ie. WA) = elu = 
Vita); I dim X < co B] gao = dab ea = fir) 

证 Ht Ate) = (ul. BOE s € X\0} ,a € [D fir, 
znD.fG.z)] SX ous: Re > Rote > at, Waly) xD. f Gr. 
soy € Rz). IN Do Sr, - ORE IX EX PE B cit rh 1.1. Wa B 
X EASE PR EL wc Di fA 6r, ) x fx, PRB Se 
连续 得 出 u ARAM usc af Gro (2. 1. 20. AS w= u.a 一 
ulz) =D fre}, Mu Vf RZ B ew = VAD 
2.1. 3GD B AC) = {ae}. 定理 的 后 一 结论 由 1.5. 3G HEM. C] 

2.1.5 3B. i fg: X RI 在 某 点 i D, 连续, 则 
Mftg) = 3f-- 3g. 

证 RE n€ D) D, ARIE 

at + glx) C afta.) + dg). 
BRE r= 0.f00) = gO) = 0,0 € aft eg) CO, SEO € 
«936 


3f (0) -F 3g COO C— BE TROE 1H —38 24 (ER BH. E X XR PRR A 
= epif 5 B= (Gr.D 1 gG s; —HH FH 11.200 得 w = i, 
B) € X' XR, fiio, A) S; GB), QA 2 << Go B). 注意 到 
(@,f(@)+1) € A ,G. —g CDD € B. E ME B < 0,—u/p € 
af (D .u/p € 3gCO Jm 0 € afco d agco). Ll 

2.1.6 命 题 设立 E D, 则 是 了 的 极 小 点 富 0€ AS 
0 € 3f(z) + Bale) e A(z) N I)—30' OF DBETS 
间 , 则 未 是 的 极 小 点 S 3/CO D+. 

证 明 是 直接 的 (参考 2.1.22 4'0.2. 1.6 SJ" TRANMERE 
条 性 :参看 1. 6. 3Cvi)). FREER MP ASR DNR BHO 
€ af OR BL SET E Re 36) if. 

$3308: [91.93,129.177,238]. 


$2.2 Clarke 次 微分 


AWR OC X HAR. A — RLip / x K < cc, 
12.1:xX Rr € LK 


Fr.) S iim sup 


f(y + tz) fiy) a) 
y— rith i 
为 了 上 在 了 的 Clarke [^ X y RRR ; 称 
Br 一 人 人 Cr (2) 


为 在 点 7 处 的 Clarke 次 微分 (或 广义 梯度 ). BP GI 
Df Gr, * > GE 了 在 x 是 正则 的 . 

注 SP Cr ORRBIS (x,z)| SSK L 用 定义 式 
CO B E (es EREE, BOS G.—2 = (fF lr, 
2), 因而 六 (Cr,，) 为 连续 凸 函数 . 式 (2)? 表 明 af (DE Gui) 
KF 2H = = 0 的 次 微分 .由 2.1.3(iv) & afr) RE dE 2 39 gA 
5. 
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zo f d.c f we x EM. 

D, fix,2) m Pras) = lim limA/Cy.t2) = 也， 六 =) 
于 是 ,对照 (2) 与 2.1. 3G0 看 出 arr) 重 合 于 次 徽 分 . 

3 车 z+ 是 让 的 局 部 极 小 (或 极 大 ) 点 , 则 必定 广 C. 0, 
从 而 0 € afi». 

2.2.1 定义 出 两 个 映射 让 : OXX —R Sa i022 , 它 
们 的 基本 性 质 汇 集 于 下 . 

2. 2.2 定 理 G) f usc H Lip / Go xL KS BRA 
Raf? C BO) C X^. 

aD af & sw "BIB. 

GD X Q C. X' AB X SQ DIM air) CQS 
Pa. X sea — Qe fF Cr+) = sg Ks BRQ 
AY Se aR BME SE SL solr) = sup (Q olr © X). 

(iv) 3X; X ARW 23/79 sw -usc $ dimX < oo, Ml) af 4 
usc. 

证 (i) 之 证 是 直接 的 .其 次 ,由 C+ os) usc 推出 (i) ( 参 
Æ 1.3, 1)， 

GD SP = aftr), MI ses P Gi). Ve € X, Rulz) 
tf’ Crozet Re 一 R. WA 2. 1.4 之 证 ,可 设 ww € X^ Bux 
L Cz, * ), Feu € P Bale) = f (r,r) Mop fF Ge). 
AP CQ 0 = sex so HPT QW d. € P\ QL FR 
Hi. i. BRON CQ, 2d utz), A sglr) ules) 
Sf (riz). 这 就 证 得 PP CQSS Gn.) Sq. AW, 可 证 明 
PQS Cr, +) = sg 

Civ) dr af ERA c € 3E sw-usc EUR 1.3. D, 3e > 
Oz € X.r,— ryu, E af(z,) ,使 得 Yu E OF (a): Tm mu)) m 
e. Ble! S KR UC uu AG Ae € af) RSliu—a, 

255 


tt 


xi m e FE. C] 
2. 2. 2G RS SC 
Fix) = max(af(x),z). 
此 式 与 式 42) 一 起 表明 ,六 5 ar 8 B E-- RE. 
Bet Q>~Y hath Cwm AWM RRC C XX x 
cC 3mm 


Dgtee = lim EXT) — 862. (3) 


yee ag t 
Win g E r Oh a E De APRS. iO TE Dele). 

2. 2.3 命 题 设 (3) 对 任何 x € X BLM g XE x PPT 
w = ¢ 4x BL Lip. 

证 Ag Ex BHAA Lip. WA r, ya xylan yl < 
nl gc) gd | 2 nle yah t n NEn yala m=O, 
— x) /t,, W t, O.z,— 0, l| Ag Crnot,zD/t| D> n ,这 表明 式 (3) 
不 对 = 一 zx 一 致 成立. 反之 , 苦 呈 在 xf 非 严格 可 微 , 则 有 二 一 =， 
To Tot 0.4848 

It, Agi £z) — DgGs,| Be > 0. 
TH eg 在 7 邻近 必 不 为 Lir ,否则 将 有 
E X |t M gCr d £z — ge, + tz] 
Tou wis) — Dgtixoz| 
+ dDgiod|z — z,| — 0 (a — o0 Li 
利用 严格 导数 概念 ,可 得 与 ?3.1.4 类 伏 的 如 下 定理 ; 

2. 2.4 定 理 VIORE, MWY CD € afte). afte) = 
lu] Sue = Dieu = Vf S EEN X f£ € C BW 
af (a) = fila) = D,f/ G2. d$ dimX < oo,2f «iB. WI £c c. 


证 afr) = (u) MW 2.2.20) AP Gr 20 = u W 
lim inf Af tz) = — fix, — z) = ulz), 
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Wd 2.2.3 8 « — Df Cx). 其 余 结论 是 明显 的 《参考 1.3.1， 
2.2.2). I 

注 A Sf MAES OMA BA aftr) = P GO. 81 
to. f(z) = rsin ar 75x #0). f 00) = 0.4 af(o) = [-1, 
1].ig (0) = 0! 

2.2.8 中 值 定理 若 Ly] Ca, 

fi — fix) € QFOI y Doy — 7. (4) 
证 n= tietoa) = fü 
PE) = ga) tel fe) — FD]. 
MeO = Ar) = eO0. AE e AREA € (0,0), 
0 € apt) = agtt) + KG — fly). 

TERRE ag (2) C5 Cafe. y— xd St GO do E IX RI. 2. 2. 2 
Gil) XXIHT UE g Gor) x; max rQ (Yr ER), 这 由 明显 的 不 等 式 
g (or) m fF Cer Cy— 7) HEM. L1 

2.2.6 Pit 4098, MSR e aay. 

证 GPR fu => af ge E a rone Q, = tnt 
trot € JR yE [xz] ow € afty) f 

Fad — f(x) = Quz — m) G = 1,2), 

则 

HG +2 flr.) — fi) = Bs — H2.Yi — y) 2 Q, 
HOH B= fz 一 zj 人 一 ys) z 0. But i f gh. O 

利用 次 微分 表述 极 值 条 件 , 无 疑 是 禁书 的 重要 课题 . 前 面 已 指 
明 , 若 zx 各 吕 是 了 的 级 值 点 , 则 0 E AGU. ANE SID 的 极 小 
KDE QNDAARKR. WENO € 3/GO"8 (Ek e gr. 可 者 
HER BY TF RS SR RE OSH 2.1.6 及 下 面 的 2.2.9), 但 更 精细 的 
办 法 是 使 用 距离 函数 oro 5 dir D), 与 ôn d8tb.do 包含 更 多 
的 信息 且 具 有 较 好 的 性 质 ,因而 是 更 合用 的 工具 . 容易 直接 验证 ， 
dalr) = 0€ r € DD => dp Dilipdps; Rp) 
C BO) CX 37 € DS 0 € nlr) 这 些 性 质 下 面 将 不 加 指 
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明 地 反复 使 用 . 
2.2.7 定 理 DC RIE IDRA p= fta dp. 
G) Xa > KW Eph H 
0 € A(T) 4+ a ads). (3) 
Gd) Xie KA D B]. Wl /[D 5 e LEE AR. 
证 D XE TIE & Z8DDAIGNI dc € Qe > 0,18 
felt) < BE) 一 ae 一 fUr) — ae, 
Ry € D.fiz—yl < dpGO-- eM] 
FOOD x fi) + K|x — yl 
< f(x) tadp(x) + aet < fF), 
这 与 二 是 fD HREN NAATA. 因此 x 是 名 的 极 小 点 .于 是 ,0 E 
ap Cr) ,而 这 得 出 式 (5)， 
GD ER p 的 极 小 点 or. S BE € DMT Æl ith 
A) S a = (a 十 KK)/2, 则 久之 上 之 a, 于 是 
PLE) = PCE) = GG) Soy. 
这 推出 e dor) m; Bdolr), AK dair) = 0.M ifi r c D. 2] 
条 性 (5) 可 和 与 2.1.6 PRA 
0 € Jf (T) + Bo) (6) 
相对 比 . 实际 上 , 当 af CO RE Clarke 次 微分 时 , (5) 亦 可 用 作 SID 
的 极 值 条 件 . 为 说 明 这 一 点 ,首先 给 出 定义 1.5.5 的 非 光滑 推广 如 
T: 
2.3.8 定义 WE For. 1.5.5. 
O E Vy € Dich Vue af GO 
Flys + rÜ(xz y) x fly) — f| « fi — fcr], 
WH fe RF DA MCF r -OU Ar -FRAN 
GD A Vy € D,3« € Afir): 
F(y,u) + relr y > 0 m FG) > fix). 
Wik f tec HT DAS XGer45-3mdm. 
Gi) Æ Vy € Drp gu € 3/GOF(Gy uo b rÜüCr y) SO 
* 28 * 


=> fly) mfGMKG)fGi.SWü SE r KF DARE, 
rD- X Fer 0)- TE 3 £8 5 1. 

LEDE AE. -DOEKE EIL EH. 

车 (yy) = g): D X. 2.2. 8 PAF. 
"BAS (ger 0) -" UE r = 0, r 0-" Ei* r Op Bi 
uUr*»UCEIS3-"5^6,80)-" 3E Ory) = lo yl. WE Exeid 9S nm 
4 8 EGO = yor WERS PAA 7 为 明确 起 见 , 分 
BIW SFE es RF DAPRASMPRAP SHAR 
SMe c Be a i an FOR 8 1. 5) ~ 050): 

Yy € Daf. y 一 下 x fGD — fir (7) 
V y € DX z)itafG.y — 2) < fG) — fr); (8) 
V y € Dawe afGDiu(Cy — x) 220 2 fO) > flr): 


(3) 
Vy € D,Ju € FG 2) 220 9 fly) zm fos 
(10) 
Vy € DX. du € Air) uty — 2) Z2 0 > JO) > fOr). 
(11? 


注意 式 (9) 相 当 于 Yy € DSL (ry > 0c fly) fi 
3 C100 SAAD. aR y — x. Ta XL oh E EA 892 
WFR =~ X O1» ASR. 

RF EERSERE C8), 38 X TURE BES 1.500) P RE PS 
性 概念 之 前 同时 如 上 “广义 ”或 "广义 六 "上 或" 广义 (sr)-” 等, 则 
81.500 TORRE. 其 次 ,车 afr) = Vf) Wf dE rJ X 
即 Fk ui REEL 函数 fr) = InG [e IT XE 
非 凸 函数 的 典型 例子 ， 

2. 2.9 定理 (L107]) HFC DCAD A. HF ESD HR 
小 点 ; 则 公式 (6) 成 立 ( 其 中 a5 CO KK 2.1. D4 f Xk x XE DH 
rR Rite. 

证 RFE SID HERDS. BAA Rw 
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ix) (103—327 = 0 
(参考 2. 1.2 之 4). 因 af GO SR SE CD 30 a AG k h 
1.1.34 2 € XiGfGO 22 X CCD 2) o HEM P G2) = 
marta Gr TZ Or € X N KQ2—3)^ ' = cone(D—F)(1. 4. 
28). H e > Or € D, alr 32 TE BERGE >, 则 
f Ur.a(r — FI) = afg oz 0). 
另 一 方面 ,有 


KU agir — FI) — JD) m 
7 zz 


(RE Rb HI P OD 0. HEP JB. BT SE COO HET. 
RZ BR OR WFE ue © OZ) Dz). FR 
fG.,r— T) > alz — I) Boye ED). 
HE PER ET DOSE X5 AD oS fr) Bs BID 
的 极 小 点 . Lj] 
2.2.9 up SHE 1.6. 3tvi} 的 非 光 滑 推 站， 
关于 广义 (也门 - 西 性 的 应 用 参看 $ 4. 6. 
$85 3: RE .[39,93,108.161,178.179.189, 204,213, 214]. 


DUE me) lim sup 0 


82.3 次 微分 规则 


如 同 在 经 典 微 分 学 中 一 样 ,基本 的 “次 微分 规则 ” 蚌 链 规则 ,其 
fü zr d SUR gr S n. 
2.3.1838 ie: R" Rg = (go: X > R".g 5 eril 
Er EX Sy = ged BMH Lip.£/ = gee. 
aftr) C co aply) » agir). 0) 
其 中 co if AG ACK SD. ag GO || ago C LOG R0 
FéÍÁT AIRE CODES ELIO) gs mfxEefiyi 
则 ,apy) CORY; Gi) m = lp É y Pii Hh: GD g 在 xz 严格 可 
a 30 a 


fe Tk y EM. XE SR FE CO E GD ER SH x EW YES EGO zx 
Gi) ZB A EMIS co. 
证 FQ = aly) > 3g GO. M QCM co QO88 "E. 只 要 证 
L Cx, *) XD392.2. 20. Ree € X¥.ve> 0, 
qe = sup| S eatz) : (a) € ag BLOOD u, € ag KC) }, 
(2) 
Q = slz) HE E P Cree) < gt 6 qu gley 0). Bar € 
BG. > Of f Cree) Là TASC sted tease + ta € Br), 
H gir), gi tz) € Bay) 22.5 8 
Af G! ee Gig Oe gi! + 22 D.Ag Gr tz) 
Cae BL GOD Agr Cr! ted); 
Ag, C2" tz) E (Gg; CB, Cr) 2 te). 
B SR CORE UH AF Gr ux ga Ml FP" Gum < ge 十 e. 不 妨 设 
Lip plipg = K « co. Và > 0, 取 8 充分 小 ;使 
p(BAY)) CC dey) + Bt0), 
H. 
BEBÉ. dz) KG. 6 :)b)— K o8 
(2. 2. 2) , 则 
q 


ACA A 


sup{ D sup(au(z) tu, € ag (DB, G2) + (a) € ap BG] 
sup| Dy [g eez) +ò]: (à) € ap Bi») 


sup( X max (Ag, (e) az) : (a) € ay) 十 B,C0) ] + mó 
q + mà(K|z| +1), 
这 与 9 X; 9 一 起 推出 qom ae 0). 于 是 式 (1) 成 立 . 
BRAG) AE MK ERIS 
q= max [ >) max (3g; Cr) oe) : (a) € apy) } 


= max| > agi(252z) (a) € apCy) } 


IA 


* 3l- 


= maxiap( y? .@) (o = (D, g; Cr, 202) 
g? (yw) = D, gx y, e) = D, faz), 
PAP Gr.) = qg = Dyflryz), 因 而 式 (1) 是 等 式 , 且 在 z+ 正 


则 . SREGD RRS TK. SRG ETE a 坚 
D: ey) ze 0, 于 是 


I 


q = af (x,2) = lim sup Ag é,tz) = fü.) 
xx [B] FE 48 4 SR ASK. LJ 
2.3. 253E XE (Aubin-Clarke, 19790 Wg: X — Y,p: ¥ > 
Rg TE x c X PES a] Ht Ip FE y = eCr SBIR Lip. f = e^ g. lj 
afte) C apy) * Dg Gn). (3) 
以 下 每 个 条 件 推出 式 (3} 为 等 式 ; (1) p 9X pE v EW; GD Ve > 
0,38 > OBly) C gB) GID ROG) = Y. 
证 FAH Dgr) Q= AMY), FREES GDS 
saz). 这 和 由 以 下 推演 得 出 : 
Pars lim supe [PS 全 + t2)) — pig (F))] 
S" Gr, Az) 十 im supt [gg CE H2) — (Cg) 十 ttz)] 
x; e Cy, Az) + lim sup consi [£7 AgCÉ iz) — Az | 
= pP Cy, Az) = max(dp(y) Az) = salz), ze € X. 
车? 在 正则 ( 当 一 ?正则 时 仿 此 )，, 则 
fizz) SP oA) =D, wy, Az) = D, fiG,z), 


这 得 出 广 e) = Dafid = sgGO(Yz © X) BL ICE GO 为 
FAO H f Ex AEN. RH GD 满足 , 则 


ge Cy, Az) — lim sup TAP tA) 
Li LU 
= lim sup tf AGODA) = Fors), 
tio 


这 同样 得 出 广 Cr.) = sole) 5$ RCO = YRC) OBE. LJ 
+326 


2.3.1 与 2.3.2 有 一 系列 推论 ， 
2.3.3 推 论 WE fag: X — RO GU mE xS Lip, 
ae R, Mj 


Kafir) = efir); (43 
A Deje C Sages): (5) 
Ogg C C. g,Grodgi tr) + gu GOS3g GO, (6) 


Gg) C [gagar — gm Go3gsG gio. (7) 
34 guClomnor Wo mE x EMR ROD BSH: E es YE x EMA g 
Cx) BOG = 2 88 3X GO dE SEIS OCOXGKE oe) 250: g 
与 一 g; TE x EME gtx) S 0.9; > ON o Co dE SR. 

以 上 结论 可 直接 从 2. 3. 1 推出 . 例如 , 令 PO ee) = 
29oyes = (s) H Sig. = po g BERI 2.3.1 BAR CoD. 

2.3.4 推 论 BAC LOX.YO. € Xp: Y- REA %8 
Ho Lip BE Ar EW ape Ao = Aap Ar). 

此 由 2.3.2 推 出 -注意 连续 西 (或 目的 OME 2.3.4 之 条 件 . 

2.3. 5 HEt eX BSH RA Y. € Xe: Y > 
RA x PIN Lip, M el X) (zx) —39G2 , X SK BT u 
€ ate| Xr) WE HP SES dE v € Y Hv € ar). 

X BRA 2.3.2 T e| X = peg HR AE o: X > Y ed 
A Bt Ht. 

23.6303 Bye: X = X,X X,— R Ez = Cz) BIH 
Lip.àgCir)id gCrier)Xpos 8p ARE, m X'— X^ 为 投影 . 

G) 3g) CC magn)? = 1,2. 

(1) E e£ x EW. Aga) = nar) e=, A fm 

Apa) AGT) X deir). 

证 D Fels) m C+ 2) MM gCr ,zs) = ego FRA 
2.3. 2 得 Aga) C mapir). HE aor) C. mapir). 

Gi) Wu = Gau € plr) E XG = 1,2), SiE mE 
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apr) AERE usc aga). Ve € XLA 
az) = u(z.00 mL p^ Cr 00) 
= D, (2.2.09) < q? Gg) 

(gq dU p x, WY Clarke PF FHA A ui € Apts). g 

AB ARS SCRAP UC OE LIE. 然而 ,在 
一 般 情 况 下 ;次 微分 计算 远 不 是 容易 的 . 问题 在 于 ,3f{z) 的 定义 
(2.202)) 不 具备 构造 性 . 站 (zx,x) 的 定义 ($2.2(1)) 虽 然 具 有 
物 造 性 ,但 $2.2(1) 并 不 是 一 个 易 操 作 的 算式 . A. X TR 
时 能 给 册 af Cao Tr jg ai ERR. 

2.3.7 FERE UE Sf: AQCR RACOR SCORE E 
(Lebesgue) FWE, N 记 了 的 不 可 徽 点 集 . 则 对 每 个 z € Q8 

aiz) = co {lim Cr): x9 xr, E SUNS, (8) 

He" P Co kA ARAE RAT RAK H. 

WE 由 一 个 著名 定理 5 参考 [32]) ,函数 广 儿 平 处 处 可 微 , 因 
此 mes N = OU Q iis GO ZR ERR EN O Rig cR 
RA QC aftr)(2. 24,2. 2. 2D 0. 于 是 只 要 证 P Go x 
392. 2. 20. 2g JE RS E: 6 > 0,0 65 0 € R’, Uti 

firs 一 上 所 m SUP SAO). z} Mg. 

可 设 |z| — 18730, 使 得 Y» € Ba ) SUN), GP GO 
< Boe B Fubini 定理 ,对 几乎 所 有 的 y€ Bstr),[ yy 8x] 
N (SUN) 是 1 维 零 测 集 ;对 这 样 的 y 与 任何 上 € (0,5), 有 


Taf ystz) 一 lu Cy box) ds s f 4- e. 
A EE RBM E UA Oo SB oe AFA y € BIG 


与 上 € (0,00, 因此 P Cr, m B e. Z] 
ao B,— Bi CEONGSU NO UR OBR 
af (x) = co B, FB. (9) 


M OFOBDOAGOKESUI. 应 用 公式 (9) 计 算 Of Cr) E Jr (8 ad. 
= 346 


2.3.88 1 i (Gx) = maxíminizx;— alt z hE = 
Cx, r4) € R“, BI 


Tis Tr a Hor. S — s 
fix) = I^ 一 Bx, S& Rr Sim, 
By — Tis mS 2c, 或 22, SS x. 


直接 看 出 É GO TURAE (09,00, — D C7 1, D, UL — & X TE 
AAS > = BM arco). Rk, BM Afi = [1,0]. 8 fC0) 
= [0,1], Ait af Caf Xa FCD , di f dE x = 0 REM 
的 (参考 2.3. 83. 
2° 设 fx) = 2’sin 2 Cr Æ 0), ro0) 一 0. 了 上 处 处 可 微 ， 
六 (一 2z8in zr | — cos x !Gr Æ 00, f (0) = 0. 
于 是 应 用 式 (9) 可 得 37{0) = [—1.1]. 

今 将 2. 3.7 用 于 求 adol). 首先 引 人 人 概念 :车 DC R0 x 
€ R'z 可 表 为 二 一 xz 是 石 中 唯一 最 接近 产 的 点 , 则 说 = 在 
EET DudeiíBzrl.D. 

2.3.9 9138 i$ DC R'.r€ Ru z0.W |a p(x) | 
= 1, H Jy € Did'5(x) = €r—3yD/Ix—yl.lz—vldl^pCGr) 
LD. 

证 Ry € DH d) = 1x 一 y|; 则 

(d'pCx),m — y) = lim £ *[dp(x) — dpl + ty — 225] 


= [z—yl. (10) 
BE r Ey EN d'sCr) = 0, FREOOSId'sGO| <1 — RH 
出 1d 56] = bs G-—yM|Ix—yl. Xd eR s. 
O 
2.3.10 EH Hre DC RJ adl = co AN 103), 
Hp 


Q = {lim zj/|zi| : z, LoD ri rar, 0j. 
WE 1H 2.3.7 58 2.3.9 41 ado (32 Ceol U 10). BRIE 
。 35 。 


daCr), HM SEE Q C adpCrD. HE zo = lim zi/ zs | LV Dou ry 

a= Y— ze Osdp Cw) = ly Wiaj = dao.) —dp tay) 

= (se xu ddol er E [n.3]1£(.2. 5). A lal < 

1.88 4 um m|z|-—xz € AXp)Q.2.2). 口 
4 ew (32,.39,93, 228,229. 


$2.4 BA BR 


HFA- AREA HBR. MARA ARRAGA 
数 , 上 节 给 出 了 适当 的 “次 微分 规则 ”. 对 于 由 一 “无 限 构 成 过 程 * 作 
出 的 请 数 , 如 无 限 和 .极限 函数 .于 确 界 画 数 等 , 亦 需 类 做 的 规则 . 
本 节 对 所 谓 极 大 函数 解决 这 一 问题 ,所 得 结果 对 于 党 出 非 光滑 最 
优 性 条 件 有 重要 作用 ， 

ETE- RERIN O CK RFR. 给 定 一 函数 族 LPE 
CUD : : € T), S JE" ERR fir) = max Jf, GO. 为 方便 起 
见 ; 也 将 FOX Foo. WE FC + ,x) 为 usc B Lip LSK < 
w, FE f: RAGEXH Lip f x; K. HE 

T,= Tia) = ET: fix) = fi) 
df) = colu : u ia} RRA, 
tin € Of, Gn) ut, > tar, om T). (1) 
其 中 coit A. ep aE mut. 
2.4.1 定理 人 Clarke,1973) #4 c C D 
afCz) C col UJ 3. Go. (2) 
Vr C Todi E x EWA) = aftr). Wf xk x EDA 
af(r) = cot AA 


= (| raro te € PC) € abe} (3) 
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其 中 PT) 记 人 下 上 直人 .支承 的 概率 Radon 测度 之 全 体 ， 积 分 
[dace ER 收 生意 义 下 存在 ， 
证 首先 证 (2) 式 . +e = (e. rf Gn) ROSE.) 
S sa BOE € € X.HR me TT, Y 0s üt 
a, M t AS Crys rz) — "i (7,2). 
B nE TG, re), WW a, oc Af Enst) = usu, € af, 
Cy swe Leon rz)KO.2.50. Tike) € Tolan A RR 


Au. Ayo rc PRA € 2 0. Has uH P Cr， 
z) S. ulz). H 
FG lim supf, Gr) 


= lim sup[/(r, + mn) — Kila, + zz — r|] = fir) 


得 出 fied = fr), Mt € T.. FRe € Q, AMA C Cris) 
zz sola). 


其 次 在 定理 所 给 附加 条 件 下 证 式 (3). Yr € 工 .有 
fr.z) = lim JG tz) &. lim inf ld fr. rz). 
reo C riv T 
TE | 
Fre se) = ,Sup max (af. Go) 2) 
= sup fr,z) x lim inf L Afir), 
De Tn rio T 


这 推出 f Er 正则 . 由 Aubin 揭 一 个 结果 可 推 知 式 (3) 中 第 二 个 
等 号 成 立 ( 参 考 [39,pb, 89D. ÆR CG) GRIER A u = 


f «deco sti; € af, Cr) mai €E PT), 有 
wl) 一 feoda <= | Fe G.dgto 
: x 
一 f, lim AJ Cr ,Tz)dg(t) 
T r a 
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— lim i| Af Cz, redatt) 
T 


th 


<= lim i| AfCr,vcz)dg(t) = fr) 
» 


noU 

CRP RAT Bub SEED. ou c aftr). Biss CORR. ] 

在 2.4. 1 B9 P FH ranae ix) = af UO RV EEE H. UTF 
推论 毕 属 于 这 种 情况 . 

2 4.2 Hit E Fo xL Eee AM FOOD. Hox 
GIR. 

证 直接 看 出 fod. ABRAM E Ton Ble CR 
限 点 . 为 记号 简便 ,不 妨 设 uum u FE 

u(z)- lim u,(z) < lim sup Af, Cr,,z) 


X lim sup | Af, (2,2) + 2K |x, — |] = Af Greiz), 
HEH « € af). Cl 
24300 E f£ SP MoM, B G0 一 Dire. f£ 
ERJ, E 
af(z)- colDAG2:t € T) 


- ([ DEd en € PTOL eR on 
事实 上 ,在 所 述 条 件 下 有 ar) = afr) = DECGO. 
2.4.4 推 论 ELECTA <i S n) = max f il 

afte) col Y af; Gn), (8) 


其 中 IG = d: fO) = fOr). Yi € Iiro, f, € x EB Wy 
fFXEx EWARHASH. 
这 是 2.4.1 的 直接 推论 . 
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$2.5 Y 锥 


在 非 光滑 分 析 与 最 优化 理论 中 , 急 欠 概念 有 基本 的 重要 性 ,其 
意 驻 可 与 “光滑 分 析 " 中 的 切 平面 (或 切线 ) 概 念 相对 比 - 

任 给 五 所 碟 .76 DD,D 在 x 的 切 锥 是 某 个 维 , 它 在 x 邻近 在 
RMR LRA OD AMMAN DE r A. 切 锥 的 
CRAB PRR GA JLE Rp LIB RENE FR Te Ph 
5. 

Vp(xr) = let M4 0O.y-— ew z it ytew E Dh 0) 


Fole) = (iz: St Oso — z | es +tw € D) (2) 
Tolz) = iz: Yh Our, >z, z,—- z fË r, t tz, E Dim 
Ker = fz'4e640,4 z, = r $E r+ ane, E D}, (4) 


其 中 yz 表示 yE D Boy 一 zz. 文献 中 ,通常 称 Vo(zx) 为 超 切 
锥 , 称 下 ,Czx) 为 可 行 锥 (feasible cone), 称 了 nCr}) 为 Clarke 切 锥 ， 
称 Koto) 4% Bouligand 切 锥 . BU AOR ACD a ipfe CD 一式 
《47 中 的 任何 一 个 , 则 An +): D — 2* 是 一 * 惧 值 " 映 射 , 它 有 性 质 ; 
ACD,x) = ACD — 7,0); 
ACD,x) = AID N B,GO 32048 > 0); 
z€ D ACD x) = X. 
约定 Age) = (Apr) fita Tz GO = (Ta). SR Nola) 
STS OAH DE x 的 法 锥 . 
不 难 直接 验证 :Vakz) 与 Fplx) 是 开 锥 ,Tw(x) 与 Ko(x) 是 闭 
TEE; 
VoG) C Fola) N Ts C Fote) UT nr) C Kair). 
(5) 
《5 中 的 包含 都 可 能 是 真 包 舍 . 45 Tats) 一 KpGO,. Wii DE x 
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是 正则 的 . 

2.5.18) i fir) = xsin x ie 0),/0 = 0,6 D= 

epi J C RE Bis CD — 3S GOD ÉEBEUE HE: VO) = (5 
Fal = {a € R’: |a| < mH 
T4,C0) = (0) XR,; 
Ka) = (ix € R^: |n] > — x. 

切 锥 的 一 些 简 单 性 质 汇集 于 下 : 

2.5.2 命题 Eiry) € DxXECXXY,DC X. 

C) FC Ü11D,,x2 = OTF (Darz); FED or) Q KOC 
KDO Dod VD 20 N TD; 2 CTD, D; x). 

GD SAS VET ON $ Ane (ay) = Aplr) XAG UE 
DE xGk E d£ PEMA Koxelary) = Kola) X Kiely). 

Gli? Fo€z) C cone’ — 32,24 DOR SESUE E SF DAH 
D x HE Fald) = (D—2z)"*. 

Gv) xy D ÆRE, M DC TiO E D REB SE IU KO C 
D;ii DEA AH. TO) 一 Ki(0) = D. 

证 RHED ,其 余 是 明显 的 . 易 见 Fotr) C coneC(D? 一 
x). Doe 一 zy 一 Tirm 0,y € D^ W5 tẹ 0w > m Bd 
有 

r tw —(1-—crbxc-ccyc-cviGo-—z2]€nD, 
UP Hz C Fo(z). Mi Fpl) = cone(D? — a2. SHRED se QD, 
则 FB Cx) = (D° —5'-(0D—xY. L] 

Sm ÁÀá:X—R.UGRCESUD-(r:f)x /3)1 在 三 的 
切 锥 可 能 对 在 三 邻近 的 局 部 性 质 提 供 重 村 信息 ,因此 特别 值得 
考察 . 首先 给 出 

2.5.3 引 理 i f dE x EX Lip, 0 € af, K = {z : 
J? Œz) «x 0) M K 4 OK = iz: f Gaz) & OLSK'— 
(天 ) = R.3f/G)H 
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K C Vo) C Fp), 
C86) 
EK C Ty) C KoT); 
R_afG@)DViG@) D Fi), (7) 
R. 3f(z) D TET) D Ke). 


Sez EN , 则 以 上 包 会 缘 为 等 式 . 
以 土 结果 不 难 直 接 证 明 . 不 过 此 处 略 去 直接 证 明 , 因 它 可 作为 
4.1. 8 的 推论 得 出 (参看 4. 1.9). 
GS plasr) = flad— r Aj fH Lip 推出 pH Lip; 
Pp Tr Gm.) = f ir,z)— s, 
apr. f(r)) = afir) X {— 1}; 
f XE ENHE p ECL. / CD EM; 
epi f = (Gr) : Hx,r) SO}. 
以 上 结论 结合 2.5.3 181; 
2.5.4 定理 fee BiH Lip. W 


Ta (Ef (7)) = epi fG, 72; (8) 
NouG. JETE = R; (f(x) x (— 1015 (9) 
IFT) = (uw: (u, —1) € Nai GG, f/G)2)). a0 
E J EFEM, epi f YE Cr, A(z)) 正 则 . 
证 由 2.5.3 有 


epi PG, )— (G0: Ge) x s) 
= (G.5:$(z,fG)D. G2) 0) 
C TG. fO». 
X Ga) € TG FO nm Xu 40.8] 3G — Ces); 
Cr. f Cr 20 +t, Czas.) € epi f Bp Cetin) < fle) ths. F 
是 


lim sup zz !L fr, + 42) — Fx] 
<= lim sup £, CS Ge, + £z) — Flr, + tz + ts] = ss 
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EH C Cn) om BG.) € epi f Gi, * 0. 因此 式 (8) 成 立 . 
余下 的 结论 是 明显 的 . LJ 
2.5.58 Be € X',A € LX YDS = az) 十 |4zr 
|. 8j ao) = ut A* By thst B C Y^ 是 闭 单位 球 ( 和 参考 2.1. 2,2. 
1. 5,2. 3. 4): 
f (0,2)— maxte + A' B,z) = ulz) + maxi B, Ax) 
= ulz) + |Az| = f(z). 
于 是 由 2.5.4 A Tei €0,0) = epi f. 
2.5.6 定理 BW2eZEDCX,D 
TpO)— {z : d(T, z) = 0) 


C. (z : dE + tz) = of) ry O}; (11) 
NoT) D Ry HoT) D dC), (12) 
ad) (3%) C No) N Bo). (13) 


#DAMdD~13) Pea Be. 

WE 首先 设 * € Toe). S ro Fst, OR y, E 口 ;使 zx, 一 
del = doir, d +o), Wy. z. 于 是 dz: yt oe € DM 
而 

lim sup £, [dpCr, + £,2) 一 d5Cr,)] 


= lim sup tr ila + 4,2 — y, — t,z.| — dp(r)] < 0. 


这 推出 do {到 ,zx) = 0, 更 有 dodi) = aot) (G40). 反之 ,假设 
dj (Z.z) = O,z,7- Ft, 4 0, WU] 

lim te dp(z, + tz) = lim te [dolen + t2) — dp(x,)] = 0, 
Bl d5 Gr, d- tz) = oCh) Gr — co). X ED, 使 得 | tte — yal 
= oft) Mz, 2 tly. n) — zr t trs y,€ DUR: E 
To). 于 是 (11) 得 证 . 

Ay ROI EI GG, To GO) s; 0, RRA Rad C- 
No@). € u € BoT) = G—D)" , W z E—ul D 的 极 小 点 ,于 
. 42. 


Æ 0 © —ud |u lado (22.2.7), AT u € R adoz). 这 证 得 式 
(12>. Bs O20 5 Lip dox 1 得 出 式 (13). l 

TER DATI do h. A do EZ EM, KODAS. fE 
E uc NZ). y E DBL Opr > TW y 一 r> y— 23H D 
Oa zt tly r2 € DH) y— x € Ta), FR Noe) C 
G—D)' = 38s GO. Sk C22 ASR. Bu €. No GE) N B100), 划 
有 utD) Si uCr) 于 是 

u(z) <= inf [uCa) + ulz — x] 


< uT) + dol) (O6 2 € X), 
HIE u € aT MALOS AE. 口 
结合 式 (12) 与 2.2.7 得 出 ， 

2.5.7 定 理 WE f/:00X—ROÀ Lip,D C O,z R f|D fij 
极 小 点 ; 则 ah) (1 Ts) 天 QD. 

给 出 一 个 直接 证 明 如 下 . 车 3 (3) NA Ti = A, 
1.1. 344 z E€ X: (fT) z) « 《TE GO). HEM GF COS 过 
0, Aid (r) 之 0;z € T5 GOGEX TA DRANK!) [EX 
t0. dz € ToGYN z— z EET H+ 42.€ DAMM fG 十 
fata) zm SCE). 于 是 
f +42) — f) 

tn 
LE E iza) 一 f(T) > 0 
得 出 矛盾 . 依 以 上 证 法 ,2.5.7 中 只 需 FONS BS Lip,z SID 的 
局 部 极 小 点 . 

最 后 指出 ,在 Vop(x) 与 Tp(x) 之 间 , 存 在 由 下 述 定理 表达 的 准 
确 关 系 . 

2.5. 8 定理 (Rockafellar, 1980) $ Vox) 4 Ø, Bl] Vo Cz) 


= (Tolz) Y ; ED CR ARM BR Volz) 天 Ø. 


FE z) lim sup 


= lim sup ， 
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证 BR Vole) C Talr. Yy € C56 , 取 定 一 个 zx 
€ Vole) Vole) ~ 3 用 于 此 !1), 当 :140 时 有 
y = (y — tz) + tz € Trlr) + V pir). 
4 WE Tn Cr) 十 Vop(r) C VpGO OB Jb T £8 d CPo Ge) CE 


Var). ER y € ToGO € Vir). B ty Ooty artem y+ 
x By € Tela yo yo fi ot nyc D. Bn heya Lew, 
一 wee € Vaen B G8 à OBE Gnd td d ns — y) 
= r,+ nen E 五 :可见 yt oz € Vale). 

车 了 CR B.Hz€tUr5Go,WONSQONO)b. x0 
(1. 4. 40). £& & 35 (32) 8 max N lp(r),z) <0. FA, YY y 
SL Bd’ p(y) FETE ARE GI nCy,z) < 0€2.3. 7.2. 3. 90. 基 
于 此 ,用 一 个 类 似 于 2. 3.7 之 证 的 论证 得 出 :对 几乎 所 有 邻近 r 
ye D. ry Ow zA 


daly + tw) = f (d'pCy + ste) uds x; D, 
ü 


即 y 十 to € D.h DHA, RIH © Vix. N 
HWM: 015, 20,39, 44.60, 93,160,162, 178.217 ~ 219, 
221, 226522742301], 


"Ads 


第 


章 ” 样 一 定理 


| 


如 下 形式 的 断言 称 为 择 一 定理 :命题 P EprkE Qd hm 
YRS AP SOR) REM GHIET:UPÉA SEG 
Q. 因此 ,任何 等 价 性 断言 都 可 下 为 拌 EH ERM 
bos 一 定理 遍 太 整个 数学 . 不 过 ,最 优化 理论 中 所 用 的 择 … 和 定理 
遂 常 涉及 某 个 不 等 式 系 统 的 可 解 性 .因此 亦 称 为 可 解 性 定理 . 这 
类 定理 被 有 效 地 应 用 于 导出 最 优 性 条 件 与 对 异性 结果 ,因而 成 为 
最 优化 理论 中 的 基本 工具 , 且 形 成 了 一 个 被 广泛 注意 的 独立 研究 
领域 . 

RED XY. ZW iA Eg LES HE B- 空间 时 将 于 
指明 ) ee WY PR aah Ahe WY SAR 所 .其 次 ,证 
天 
FDW, g:D- Y. Gh: D-Z, Dc Xy 
T € LOX,W). A € LX, Y), B € LOX,Z). 

AEWA me P SOAR, AW: PLOUALE PRE 
-> Q2 为 真 . 对 于 本 章 所 涉及 的 择 一 定理 ,其 蕊 斥 性 多 半音 而 易 见 ， 
ES ftri Rc ur BA EP eg R. 


$3.1 Farkas 9| Z£ 


如 的 对 侦 上 映射 G Y^ — 27 定义 如 下 (参考 [18])， 
G'A = iu € X^ :C- uA) € (GrO) 人 了 (1? 

不 难 验 证 ,对 于 4 C LOX.YO.AC 就 是 通常 的 对 倘 算 子 . 
SEEK CY GK = 一 六 .本 节 的 中 心 课题 是 ,考察 在 
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什么 条 件 下 成 立 等 式 
— (G!K.)' —G'K'. (2) 

3t CB CE XEfRESS £o € X" BE Für TE P’ dae € D,y 
€ Gr; Jir) > 0,» x OCC AE F x AE K FAI CQO dA € 
K*,.M Gr,y) € GG. flr) x AC). 可见 ,建立 等 式 (2) 是 一 个 择 
一 定理 问题 . S4 Gr C E X xY MT s [IEEE C 为 线性 映射 (这 等 
从 于 :GT 十 GY C GG + y) aGr = Glar), 0 € GO), ry € 
X,a s 0). È GERREK MWAO 2am = (CKD, Amt 
(2) 可 写成 更 整齐 的 形式 :CC 天) = G'K'. 

AT HBA RINT. 

3.1.1 定理 VL P di E IE ZERO. 

a) G dE K- ORI, Gier) = Grle > 0),epi C EB SE EL 


Qi) G ERER E KR OY RG) zm C 

Gi) K 4 Gr G tos HIE AG GO! 十 0 XX K^ 83" D. 

证 ”首先 指出 ;一 (G KO DG K' RRR. BEE, 
BAEK E GAWE A € (Gr C)" ,于 是 对 和 任 给 y € 
K. [| GrGE BRB r € GOK), H 0 x — ulr) 4 AGO x 
— utc) Mie E 一 (QG 'K.»*. 

下 面 假定 xz 和 一 (CI 下-) ,要 证 w € GK’. 

首先 设 条 人 忻 () SES u €G'K’ WGK’ BORA x 
€ Xi,uCr) > GG K' sr) RBar) 220, (C Ra, x0. 5 
H, epi C = GrGt+ox kK, FE 

(epi G)* = (Gr G)* (f) «0x K 
= (Gr G) f) C Xx K^») 
Cl. 4. 60. f£ && wA € Copi CO, BA A € K^, wA € 
(Gr Gi JM mi —v € G'ACCG"K' o vtr <0. PEGLA, 
Cr,020» = vlr) S 0. 这 表明 (xr,0) € (epi 627^ ^. ARRU 下 
epi G Té Fal ee RA 1.4.3 887,0) E epi .这 推出 0 € Ga + 
* A69 


Kin € GOK utr) > 0,iX S —u € (GOK 07 WAFA. 

BRAGG) 满足 .由 & Et IK) HEB GGO0 € (Gr C 
OQ OX x KV $50. ARO RG) = Ci SEG GC OX X R») 
AØ TEEX XY PRES] Gr G 5f Xx Kn H1.4.7 18 
$ —(Gr GC)" OX X K)' =(GrG)!+0x K^. BilEpfjac K’, 
使 得 (G0) — (OA) = (x, — A € (CGr COLLA Fu € G'AC 
G'K'. , 

RARA GD 38 E USE BS EE Gr G 5 X x K_ B i 1. 4. 
TOM (Gr GC() CX X K DÐ = (GrG)' —0x K'. diu € 
一 (CGK ) ' 推出 (一 ,0) € ,于 是 存在 A4E K, Ei u, iE 
(Gr C) ,因此 EGACGOK'. U] 

RF 3.1.1 8| $25 [107 J. 

GUA E LGO,YO 代 G, 则 (2) z5 

(A K)' = A*K*. (3) 

3.1.2 定理 以 下 每 个 条 件 蕴 洒 等 式 (3) ， 

G) K BAS A AK 88^ B], 

Gi K (| RCA) £ A; 

Gi) K RADAR Gr ALH 0x K^ 383^ 闭 ; 

(iv) K EADH K + RD = Y[128, Th. 2.1]. 

证 RO ~ CD 满足 时 ,结果 直接 由 3.1.1 得 出 .余下 
只 要 证 条 忻 Cv) > AK’ 88] A. RAPA CK, fe AtA, S> 
uf K +R SY OV c Y, Jy, €E K, nc XG = 1,2); 
Y= y t+ Ax, = — yd Attys FRA ALT? = ACY y) 
AC SAC cy) m CA Ary). X RED AL) AA. B 1.1. 
4 TWA-AC€K'.JAmsui-A'AC AKO NEA K'A. 
[] 

AR A E LOU.R',K = Ri, K^ = Rz.4^ = AT M, 
今 指明 MR Pj. ufi ROW) = REM ROM) ARR). Bian} C 
R Mar, — y. Ko x € My Ber € Rz. ds € [xx f 

tds 


=x 
Ux 
ME 


aR). Mz, E [y Mz, ]. FE Mz, o yy. 用 一 归纳 假设 得 出 MC3 RY) 
闭 , 因 此 yy EE MORJ C MR7,8] MR} EHI SR. T dE di 3.1.2 48 


uy 
Li 


3.1.3 推 论 X A € LRR. PATR)" = ATR. 
3.1.3 就 是 经 典 的 Farkas 引 理 ,而 3. 1. 1 与 3.1.2 则 可 看 作 
Farkas 引 理 的 推广 . 
314i iKReBORHAW «lsc (这 意味 着 YAE Yi. 
Acg X lsc).g(oax) = agtr)ta > 0), Hi] 
— (gY )' = (u € X^ s (au — Ag)|D xz oà ge Yg), 
= U aig) — GED— X) 


€ Y; 

ABSRA PI AGES 

证 用 3.1.1, 只 需 说 明 eplg WAR. VAC Yi, Ag P B 
lsc, Ait A wlscCl. 5. 25. 由 此 可 推出 epi g 弱 闭 ;再 由 1.1.4 得 出 
epi g AMR. | 

3.1. 4 ff] A (LBS TE S L1 107 ]. 

结合 2.2.953.1.1— 3. 1.3 f8 IB, 

3.1.5 推论 B/: X> RE? = 0HE EA Xin. 

Q2 4b 3.1.1 fU # 4G) — dD 之 -W E,G'K NHE 
GOK. E,W AGK) z £0) 60 € aft) | GK’. 

(i) 4 3.1.2 HRW ~ Gv) 之 一 满足 日 AUK. CE, N) 
FATUR ) > f(0) 60 € YO + A^ K^, 

Gi) zr 3.1.3 ARAB ER Y CED = X, MJ 
f(g UY_) zm ft) 60 € a + U ag) (0) (参考 [107]). 


à€ Yi 
注 3.1.5 Gi) 给 出 约束 极 小 问题 *min AG ,gtr) <0" F 
全 局 最 优 解 x = 0 的 充 要 条 件 . 对 3.1.5 Go OD 可 作 类 似 解释 . 
3.1.6 BIq(205D we € ,fr)y = aix) + | Bri, m 
J: X RES we AFCO) = ow + BB, (O02. 1.2.2. 1.5. 
2.3.2). HH 3. 1. 5 E A TE E 3.1. 2h RRS MATK) 之 
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Q0€su € A'K? + BBO). 

由 3.1. 2 可 得 Krein $E 38 (1.4. 50 的 以 下 推广 ， 

.17 推论 BMOXBRFSMK CX BOR BM 
CERAM TK) 20,84 do C 天 使 — v|M, 
只 要 以 条件 之 一 满足; 

(D AIM:AE K EM PAA: 

QD drD: xc € Mi* 0X K^ dE M^ x XX* hag’ fii, 

(i) M +K = X. 

证 XR A: Mo— XUE AWA K —M[)K.A'K" 
= (AJM: A E 天 于 是 所 要 结论 由 3.1.2 得 出 . C] 

利用 3. 1.7, 可 将 1, 4, 7 CH 推广 于 下 . 

3.1.8 推论 (L128]) HE K,,R CX BAUS K, 一 K,— 
XMK, f] Kot = Ay + Kr. 

XE — RES © CK, KO" Eu € Rr + Kz. R3 
WF 1.4.7200 BERE: M = (Cr): € XI,K = K,XK,, 
Wu M 5 EK ADAE X CX X PAF SA SAH. fü 一 
ux. WN POM C) KO m 0, Y xy C X, hK —KR,— XA nE 
K,ay€ Ky or = r — ry = vy. — vo FE 


Cosy) — — Cee t+ mete E yi t+ Ce d yori ty) EC MILK, 
ALM +R =X & Xf 3.1.7,8 9 = G, € Kt = Ky = 
Ky RI oM = f, ux) = AGO + err € XB 
u= A+ we Ky x Ky. 

参考 文献 :[81,93,107,109,112,128,193,205,233]. 


$3.2 类 A 性 
在 转 人 新 的 择 一 定理 之 前 ,需要 引进 一 类 不 同 于 81.5 tB BT 


述 的 广 文 凸 性 ,它们 再 通过 集 的 一 定 凸 性 来 措 述 . 
BG DEBES UK CY 是 给 定 的 ,以 J^ ios ar Y fi 
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0- gp RZ = fh. 

3.2.1 Æ% E Vr € (OD VV EM eK +0eK CK + 
7 , 则 称 天 ARO. 

WRAAK oye ODK +7K CK. FRESH 
"Wr € (0,D" KAI € (0,107, 则 得 到 稍 弱 的 近 凸 集 概念 
(2113). 不 过 ,将 3.2.1 中 的 *Yt € OD” EE "de € C.D", 
得 不 出 更 弱 的 凸 性 . 事实 上 ,“ 次 点 ”条 忻 有 如 下 显得 更 纶 的 等 价 
形式 . 

3.2.2 命题 ”以 下 条 件 互相 等 价 ， 

G) K Am; 

qi) 3r € (0, D. VV € MuK UK COCKY; 

dil) Yre € COD VV €E AJr € (O0 — 6,1 EK + 
(K Crk +V, 

div) Ja € (0,D, Ve c ODY € gre € (01— 6,1 
COR +7K C rK TV; 

(v) K h. 

WE 显然 人 — Gi > Gv), G) = Oi) = Gv), 只 需 证 (iv) 
=> (v) => (G) 

Ev) > (v). iE o HL AR EE COLERE yoy € K. Yr = QV) 
€ (0, X OR r € 61-0,» € Kos, EV, Eayn + 
e y, = ry. + 2, Ar. — dz. 0, ayı 十 a’ y, = lim y. € K. 
UA eK 十 下 民居 ,因而 


T -—it€J:KTUKCKHWWTR&BHE.BIO.1.2) CT. 
ET o J WAFER) CUNT ,¢,7 € Tis <r 8 = ac 
+ a'r, I 
BK + BKC aoK +K) + o GK UK) 
C aK - «KR CR, 
a KO 


"E 8€ TY 6,0, 8H FB. AT = J, RRK m. 

Wi) > GD). AK Reet € (DV € My EK. 
Hy ey, telly, € IK PK CK BAe € KN MV) 
EV = —V.TR,y€EK-MV.uEIKAUKCKOEV,BEK 
为 次 凸 集 . Lt 

显然 Kp AERA 3.2.2 之 条 件 (ii), 因 此 有 

0 => a — kh oma. 

以 上 关系 中 的 “之 ”都 是 不 可 道 的 . 

3.2.3 例 PRA RELI] 中 有 理 点 之 全 体 , 则 显然 (KK 
+ K)/2C KAE K E rh Ed. 

WRK = (r = (aqua, ECR ra eg <1} U dee 
mde... = (0,1). 8K = {r € R} rx tap, 
RAR. 另 一 方面 ,YE ODA te +e, K, GOK RE 
近 凸 的 ， 

3.2.4528 RK MAS ORE aye C TK 
+ UK OK, 

证 Reg (0,1), 使 得 aK +e K CK. ST = (t€ J:1K 
HrK OCK} WO la C T. Ys € T.4 B — at + a's, W 

BK + B'K— (ot + a )K + (Gi! + als K 
C. aQR +7K)4 a GR +s'K) 
C eK +ae#K CK, 
WHC TT. RRM or + AIT OTN ey. FH 3.2.2 4T 
mo Min tT =J. C] 

3. 2.5 定理 (OO EK EHE, K ROKER eo Kx. 

GD 3$ KEFE, WK gh es K yp. 

WE (iD 直接 由 3.2.2 推出. 

cii) BK ed EXT 90 3.2.4.2 K dE RES € (OD uns, 
yi € Riz, Store + t'as € K. $ pa) = Ga — r vs) /t Bl] ei) 
mE K.Hn © Tune. 因 天 为 开 集 ,p 连 续 , 不 妨 设 内 志 ) € 
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K. 于 是 
xj 一 fg.) H nye E LK HEKK, | 

uF. K AOR. O 

现存 利用 已 推广 的 凸 集 概念 来 定义 映射 G: X > 2" 的 某 种 
D ani. EAE G D 9 epi GA. 5. 1), AMBRE X Git 
pp o epi GC eh. iit ARRERA ROGO 十 了 + 的 凸 性 得 到 . 

3.2.6 EX, ERO) +Y, 是 凸 [ 近 凸 或 次 凸 ] 集 , 则 说 如 是 
Y,- XOY - 近 类 凸 或 了 - RRA. A-CHY,- mm. 
Wik G Æ Ys - BMY. - PAM SR i. SABA LB 
AEREE HCY, -”. 

Fe FRA DR MEM RRM: 


HE 4 
ye SS eke me 
464 -7 
对 于 gg:D 一 了 ,可 将 以 上 诸 广 义 凸 性 直接 描述 如 下 ;8 ug 

e$ ja € (0, Vn. € DA 

glar + 0 x,) EC agir) + agr). 
PER € Vt € (0, D. Van € DAs € DBE 

giro S igi) +t eter). 

g 3S eo viec JV c Wa € Dx € Dy € V, 
使 得 


g(a) EE tgr) H t gir) — y 

JE Hac. 所 宜 注 意 者 ,类 凸 概念 不 要 求 定 义 域 DAA A 

3.27 EH GO # epi G B. MCG e Gg fh d DB 
X «lsc Wet = gk hs BRO) Y, A GEG es GRK 
Go. 

GD E YE A (Qu GixixES S RO +Y AS GHY 
26 4. 

证 WATGCHARARA 3.2.5 0) 推出 .对 于 & 只 需 指 


BSADBIB go «isch.epig BAR. SR LLB r. € Don 


r € Dygir.) Z y y OE EBESE Gr 30 € epi g) B VA € Vy. 
有 


Ag(a) < lim inf ÀAg(z,) < lim Ay.) = Aly), 
这 推出 g(r) x y Mii (rey) € epi g. 
Gi) BJ GI. 取 定 i E 00,0.» € RGO) n € Yi 


= 1,2). H z Mee, +e, € Yi, MUR V € LV Az C YS. B 
RIG) +Y, KAA 


ty 十 有 十 站 (ya + 22) 
€ RIG) EROGO +e 


CRG) - YLI o "CRGOO 十 YY 十 = 
C R(G) 十 了 十 了 十 = 
CC ROG) 4 


EY, Yi C RG) YS, 
WU AR ICROGO HYL] HRO Fc YS] C ROG) + YS. Bl ROGO) + 
Yi Ad. 
其 次 设 RIG) + Yi ADE EBS ODVELE 
€ YD v ACV) 
ORO) +Y] + CRG + Y] 
= 1(R(G) + Yar xd + URG + YS X] — yo 
C LRG) + Yi] CRGO) + Yie V 
(C ROS) - YS V CC R(G) 十 了 ,+ V. 
TR ROGO 十 了 KO AM G KEG. P] 


本 节 的 基本 思想 源 于 [191], 但 作 了 较 大 简化 . 亦 可 参考 [93， 
159]. 


$3.3 Gordan 定理 与 Gale 定理 


3.3.1 Gordan 定理 Ub Yi = (A.G X Y,- XXn up 
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命题 两 择 一 -: 

(P) Jy € RIG y KO; 

(Qo JAE YL MO G,RO)) SO (eA € RG"), 

i DOG) = X, DG) = Y^ ,WiCQO 等 价 于 命题 

(QU FA € Yi MO):G'A = 0. 

证 ”车 {P) Xd. Oo C RIOD + Yi ACCRH FAE 
(3.2. 7 RH 1.1. 2:8 A € Y^ NO0J:0 SAC). ix eli A € C7 
= ROG)" (1 YI BD 成 立 ， 

iB DIG) = X DG =Y ACY". BRAG A= 0 推出 
AE RO), 反之 ,车 4 EE RG) MERU c G'C- 0,8 
~ ule) — AQ) Z8 O Cr € X). AM — ule) zm AGE) 2 0， 
这 推出 & = 0.0 DG = Y", Ma G'C— AD = 0. 这 又 推出 
— À€ ROD'^,.BmG'à-o. 

3.3.2 推论 HYI AYL- KADRA, MA FAA 
两 择 一 : 

(Pi ja € Diglr) «0, 

Q) dA € Yi NOR Ag) z2 OCS AE giDY ). 

XT 3.3.2 8] BR (85,104.102]. 

MAPT. iD = ir E Rota r.c 1 tO. 
(ODM g = id: D — R Jj RI - RSE ESE RI) e 
€ D: gin) = c 0" TR. d 3.3. 2. 问题 

JA € R} M0): G,gC(D)) = (QD) So 
应 有 和 解 .事实 上 ,4 二 (1,1) 就 是 这 样 的 解 . 

3.3.3 推论 (线性 Gordan ED HYI 4 VC 是 线性 的 ， 
D(G) = 一 和 DPC 二 YY', 则 3.3.1 中 的 命题 (P) 与 CQ) 两 拌 -…. 
特别 ,以 下 命题 两 择 一 : 

(P) dx € KAr € 0; 

(Q) JA E Yi NORA'ÀA — 0. 
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1$3.3.3 BA E R" > LOR’ RAE RAAE: 

(P) dx € R'.Az Æ 0; 

Q) Fy € Rt M01: AT y = 0. 

经 典 的 Gordan 定理 乃 指 此 而 言 . 3. 3. 1 EROGO ARES 
所 知 的 最 一般 的 推广 . 

XT 3.3.1 3. 3. 3, RY HO S ARES E RH. 本 节 
的 后 半 部 分 无 需 这 一 假设 ， 

3.3.4 Gale 定理 (Big: (0 G AYL- WAN; GD 存在 了 的 
0- 483 V COV AS PLE C = ROHY, 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) dy € RIG) sy < 0; 

(Q) FA € YA, RO) > 0. 

AG) 可 和 代 以 如 下 条 件 之 一 ; ii) epi 它 闭 ;存在 了 的 闭 0- 
SB» V.(E GO. — Y) R. Gv) X HARB 8). X ch flag 
拓扑 时 epi C AMS ;3A € YL fE 

, dim inf ACy) > 0. (1) 
5 Ds ARIAS CL) 自动 成 立 (下 文中 在 类 似 情况 下 摄 如 此 ). 

证 ROO XS MOE C. BML AC PAR i OR 
gie) CV.T&IBAIEGOO € CRSP) 无 解 巴 盾 . 由 条 
MFG) 与 3.2.06,3.2. 2,0 XA PEE. Pe LLZHACY'. f$ 
0 « (GO) = ARGY + SAY.) HEM A © Y; HARG) 
> 0. 

uEGID = Gi). XE V WG), SEC N V XB. igis) 
ERC NV 中 的 网 ,zs 一 2, 则 2 CV he CCH ZTE X.y € 
Gaz, f y. Se. Ay — ta — (2, — y) € V — Y, d x, € 
GO — Y. i G^KV — Y W CR Ber. r. BE Gus) € 
epi G Hepi GAM (x.2) € epi G.A Ti: € CN V,C () V XH 
集 得 证 . 

HE GV) = (i), HEAR PE GY) E e > 0,48 9 jr! -ec 时 ,yy € 
GrH Cy) > 6. 取 了 的 闭 0- BIR V f£ AGO CL e] iB € 
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CAV. Ben € COV, fiz. Hr E Xy,€ Gri y, x 
za WY ACy,) C AG) x eS Cn) AR. 由 1.1.61; 不 妨 设 x, — 2. 
BiCGr,,z) € epi G H epi C Bl, Cx. s) € epiG, Ake € CN 
V.C) VNB. 

Bg I GIA 3.3.4 ih: 

3.3.5 推论 Be. O g Xo Y -KAB GD SAY MOS 
b V.fBG OD + Y.) N V 为 团 集 . 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) dae € Dgtr) <0; 

(Q) JAE YEA, gt D» 2 0. 

akt GO 可 代 以 如 下 条 忻 之 一 : 

Gil) epi g 闭 ; 存 在 Y 的 闭 0- SRV Oe VY 一 了 了) K. 

(v) X € B B- 空间 ,DD RAH g 为 * wise; 

JAE Yi: „lim inf Agtr) > 0. (2) 

证 Ri: DRA g A» wise fiti. X 中 用 弱 拓 扑 
时 epi g HAH. WEG ya) € epi gx, 一 了 加 一? Ma E DLA 
VAC YL TEA 

Ag(x) x lim inf Àg Cx.) & lim ACy,) = AC», 

这 推出 eo) Sy. Pb Ge y) € epig, Aii epi g AHR O 

将 3. 3.5 用 到 g = A— ata € Y) 上 ,得 

3.3.6 推论 (线性 Gale 定 理 ) ”车 RCAD 十 了 + HAR ME 
命题 两 择 一 : 

(P) Jr € X:Ax <a; 

(Q) FA E ¥Yi:A°A=0,ACa) = — 1. 

将 3.3.6 AE A € R""",a € R”, {HA FREA: 

P) Jr € R'.Ar Sa; 

Q) Jy € RYATy = 0, iya) = — I. 

经 典 的 Gale 定理 原本 指 此 . 

BUY.X 0€C Y x Z) But Y, 58.3.3. 4 £8 8| Gale 定理 
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的 如 下 推广 形式 ， 

3.3.7 推论 BÆ: 02 (CL ED AY. 0- RBG; Gi) 
Trig Y x Z8 0- BRV COV 为 闭 集 ,C = ROO) FEY X 6, 
则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) J yz) € RIO) uy Sl 0, = 0, 

(Q) 9G.) € YIX 2°: RUG + uH) > 0. 

3.3.5 与 3.3.6 刘 有 相应 的 推广 : 

3.3.8 i£ BE: Opt Gg 0 X Y 1X 0 RHA GD FE 
dYxZdo REV ECAA, = AD +Y, o m 
以 下 命题 两 择 一 : 

P) Jr € Digilir) x; 0,hix) = 0; 

(QQ) 了 € YX Zt Ag + hD) > 0. 

条 件 4ii 可 代 以 如 下 条 件 之 一 : 

Gii) epi e = (Gay,.k Digi s y) 闭 ;存在 Y,Z 的 闭 0- 
A832 U.V ,使 8 UY) RV) R. 

Gv) X ABR B- 348] D 38H] ur 为 #4 wise, ff Der > 
Ate) — Alr) B 3 (Guo € Yx 2° ,使 得 

,dim inf Agta) + uh Gr) > 0. (3) 

3.3.9 推论 Wee Y.b € Z,RCA, B) 十 YX 028 88 N 
以 下 命题 两 择 一 : 

(P) Jr € X Ar & a, Bx = b; 

(Q) JA) € YIX Z'A* À-- B' a = 0,Ma) + pb) = 
— i. 

$$ 75 3: HR 1[73,85,93,104, 105]. 


$3.4 Motzkin 定理 


E HEW, AO AY, UW, aX HO 41e. d^, S 
| 57 9 


仿 此 . 

3.4.1 定理 ([95]) i$ = (F,CLHO 满足 以 下 条 件 :6 V 
tE J,YU €E MWY © OV, ARC) + URC) C RID) 十 
Wo Y4X OU x V X 0, GO d Gor yz € Gr $,vU € 
VAY EN NE ux € Def Ds C) r HN) Fr 
f| Ge, HU — Wi) # QE Gr (1G HVY dD VN € 
NV ABE MN us BC HUD N De M God ND 3 
(4,,9,0) € Gr Diy < O,RCH)" = {0). 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) g iwy) € ROD) pw «x O.y Ei O0. = 0, 

(Q) Ip tp) € (QVI NOD X YixX Z^ 

R(pF + AG + BH) & 0. 

当代 ,了 ,2Z 为 有 限 维 空间 时 不 必用 到 条 件 GD Gil). 

iE BTR MOER -WixYixosmc.4K- 
WEXYLKOVRE K, BRUE 4. VEN, Bk-UX 
VXOCK.TRHÁATECO VE C 了 ,有 

IRD) HERC E C ROB) I K FU x V x 0d- & 

C R(d) -K--KC RD -K — C. 

HH C+ ZC C CO t € J) WCAHS. Rw > wy OP ys 
iw, y) = GO.y.m). RUC. VET 


Du 


y wy, tO 
E wy tV « y. HN, Baam P 1), iD). 不 妨 设 z € zy + 
B. EROS x € DN Do f) Gs N) € Ha. Rw’ € Fr f) 
Go; tU — Wy € Gr N Cy HV — YL) m 
wow € tw — jw, — U IW, 
CWiL-W,.cwW: 

同 理 y —»y' € Yt. TR 

GU, y.z)€ Or + Ge —w',y y 0) 

TRE) --Wix Y1x0 =C. 


[D 


RH wy.) € C s C. d 1.1.2.4 0 55 9 — (oA) € 
W'o Y" x Z' ,使 0 所 (C) = (py RUB) + GEO. 这 推出 
pE K' -WixYixZ', 
0x (p, R(D)) = ROOF + AG + pH). 

Bo 0. 否则 ,由 条 件 (iv) 有 
0 « (9, (6,3,0)) = ACS) x 0, 
HEH A = 0,02 & € ROT) EFA. 

Zi W.Y.Z 为 有 限 维 空间 , 则 可 用 1.1. Gii WE C A 
阅 , 因 此 不 必用 条 件 5iiy CD. O 

注 3.4.1 BIA BPO WWLX Y Lx 0-28 68" (RE 
"d X» W.x YX 0- Xem". 

3.4.2 推论 ( 非 线性 Motzkin 定理 ) (BUE: CO Vt € YE 
€ Mu. NV CO, tipD XD) CAD) W XY xX 
OFUXV XOp= (ig Ja € DYU € A NV 
ENV, ANE My AON Cb ND C fan) HU — 
W..gOP f] (ro + ND C gla +V —-Y,iGDVN € oW, , 
ABE WV, AD B C hXO f) Gy d ND OD 34 € D, 
at) © OAC) = O,hC(DO* 一 101. 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P 3x € Df) «O0.gCr) si OAC) = 0, 

(Q) (pp € (Wi MOD X YLS Z^, 

Gef + Ag + ph) CD) > 0. 

AW YZ 为 有 限 维 空间 , 则 不 必用 条 和 件 CD , Gü). 

注 ” 当 3.4.2 中 人 条件 Ci) 满足 时 ,约定 说 “f/f 与 g 在 x 处 为 上 
FER Uo” 对 于 数量 函数 ,这 就 是 通常 的 usc. 显然 ,了 连续 二 
了 为 use — f ® xusc, 后 者 意味 着 Yp € Wi iof H usc. 

BUT ABR Foe , 则 3.4.2 的 条 件 (iy,(iiy 自动 满足 ， 
Z R) = 2 时 条 件 Gil) HBA ROB) = RB)! = (0 于 是 
有 ， 
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3.4.3 推论 (线性 Motzkin 定理 } ”假定 :0) ROB 一 ZiüD 
3x € N(B) Ax < 0. 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) da € NGB)TI EO,A7 x 0; 

(Q) dép, A,40 € Wi NOD XYI XZ‘, 

TP+ AAt B'guc-. 

注 车 W,Y,Z 为 有 限 维 空间 , 则 在 3.4.3 中 无 需 假定 G)， 
Gi. AT A CP) 无 解 推 出 :3 Aor €. (Wix YiX ZONO: 
T’p+AtaAt+ B'p— 0. 

RY = {0} M 3.4.1188. 

3.440870 。 假定: (i) Wee J.YU € LA^, RO) 十 
CRD) C ROD) WX 04-U x 0,6 = (F,H); ii) F(a, ws 
zm) € Gr ,VU € Nv, INE NV, We € De A Cyt 
N) Fx [| Go, HU — W.) sx QuGD VN € f, BE 
VM, ix d BC HG, A Cr t+ NDiGO RCA)? = (0). 则 以 
下 命题 两 择 一 : 

(P) 3Go,z) € RCD) .w & 0,2 = 0, 

(Q) 365,410 € (QVE NOD X ZRF + gH) & 0. 

A WZ 为 有 限 维 空间 , 则 不 必用 条 件 (iy .ii)， 

3.4.58 假定: (i) Vr € J.VU € Ay tD) + 
raD C D) FW XOFU x09 — GA Gi dz, € D,f 
在 x, A usc; GD VN € |. GABE N, Aand d B C 
ACD [|] Gu, + ND); Civ) ACD” = (0). 则 以 下 命题 两 择 一 ， 

(P) dx € Diir) «0; 

(Q) J ceso € (WI MO x Z' ,pF + pho (D) Ze 0. 

HERB) — Za EW, bE Z, Wee EX Tr <a, 
Br = b” H*g pw) € WY OF) X Z^ T7 pt B'a = 0.pia) 
+ ab) <0" 两 择 一 . 

LAP KR FW 3.44 18. 
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Te AL Ren, siy iraa ra cu ena sm ai s 


34.68% GEG) vr € J YU E€. Fae uR) 十 
ÜEGD) C ROD) HWX OU x 0,0 = FH GD Ie, € D, 
fE az, usc; D dz, € Hay VN E.N, 3B € o, iss 
BC HOXG f) Cre + ND); Cv) ROAD" = (01 WE F a E 

P) Jez E Dr) « 0,0 € Ha; 

(QQ dtu € (WiO X ZRS E wll) 20. 

车 7 = {0), 则 相应 的 结果 较为 简单 , 且 可 直接 从 3.3. 1 推出 
而 不 必用 到 3. 4.1. 

3.4.7 EHE @ME:G) CLF .G) YW, XY,- mee 
3Gó,») € RB): y « 0. WE PRB. 

(P) J esy) € RD) w £ 0y = AO; 

(Q) agea € (WiO X Yi RGF + AG) SO, 

证 ”车 (P) AU de C RP): KO" 无 解 ,于 是 由 
3.3.10 Æ (pA) € WiX Yt ROOF M AG) ze 0. d (b GD HE 
i pos 9. O 

3.4.8 推 论 (BE ag) AWLX Y,- RBG Jè 
€ Digli) < 0, 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) Jr € DF) « Oglr) < 0; 

(Q) 360,2 € (Vi MOD X Yii:Qf + Ag) (D) = 0. 

WE. i € X Agoo MAM Gr € Xe <0Ar A 
0" B JA € WENO} x Yi;T*g + Atl = 0" BRR. 

3.4.8 Ær Y [72, Th. 3. 1] 5 [104. Th. 5. 1]. 

对 于 3.4.1 及 其 推论 ,条 件 “Y? HO ERED. 倘 无 此 条 
件 , 某 种 变形 的 Motzkin xz X8 5 n] 38 sr. 

3.4.9 EB BEO DL OF GW, XY. KRÆ di) 
FE w EW, 5Y Mo 5 V.G6 C (] Co, W) x VO WA 
E.C = RP) 十 WXY,; 则 以 下 命题 两 择 一 ; 

(P) 30o, 30 € RGD); K 0,y E Os 


„le 


(Qo Vw € WI ON € Wix Yi: 
RCF + AG) > piw). 
SBME. Gu) 3 Ge.50 € RD): y SOMA SGR (QD 中 的 P 
3: 0,24 W 二 R BERE o = 1. REG 可 代 以 如 下 条 件 之 一 :iv) 
epi P fj FETE w CW, Y pg 0- RV d P Ge, — Wi f 
G (V —Y,) WV. (wv) X S B s B. zx, o4 X PHBH epi © 
BH.R30,D€ Wix Yi iE 
lim inf ftw) + ACy) > 0. 


fury) € dur, rion 

WE KP. Rew C WIS 必定 (w,0) € C. SW RI 
fea} C Cree (w, 0). Bow € Wo C. Ge, Waie € 
Ge, — Wo x VER REG Ae.) € CAFEA E (OO 无 
KR. 由 条 件 (i) R3.2.0.3.2.2 80 C HAR. 于 是 由 1.1.2 有 Fr 一 
QA) € W' xY iid 

pGu)-— (Gr, Go,002 <r.) 
= (rt, ROD) t tr Wax Y,» 

hR ce E Wix Yh piw) < r, R(®)) = ROF + 2G). 这 
AA CQO 有 解 . 

A RGD WE, € WX YS BQ). RIO AGO x 
0, 得 出 矛盾 . 故 可 设 (Q) Fp sm 0. 

TE Civ) > (D. HE we MRA GV S WE C P) Coo, — Wa) 
x V) Bl. iE(CGo 3.) REC (] CG, — W 0 x Vo 9B BE. Gs ya) 
== Gs.32,])0 0.2 E Ge; — W) X V. Rr, E X, Ce) € 
Qu, {8 Wr xS oun. We X yo Pf Wwe E wi — W, y € V—Y,., TE 
rQ€ FQ Wao N G (V — Y). Bae GO Six 
X.[HpGx,Qqu.y.) € epi È R epi d B]. irw, y)? € epi d, JA if 
wey) € CAC (we, — W40 x Vo 为 闭 集 . 

onos. ARIPO) Ae > 0. 8 |r] — oom Vw € 
Fr.y € GrH pew) + ACy) > 2e. Btw, €. WS (E po < e; 
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R Y H 0- 43 V ACY CC [— ee] STE C () (Ce, Wy) 

x V) B. dtGo. y, € C P] Cw, — Wa) ox Vo. Gu, y, — Go, 

3). Ht n, € Xe, € Fay, € Gr, e Sw. XL ys A 
P) 十 ACH) X piw) + ACW) S 26. 

Mint AA, BAR om x. Fwy) € epi 9, 从 而 

(ws € CP) QV x NAN OV Xx VO 为 闭 集 . Ll 

注 在 证 (v) > (QD 时 指明 了 w € 本 + 这 一 点 在 后 而 5 如 
5. 2. 8) 将 用 到 . 

Use) ROG) 从 3. 4.9 得 到 ; 

3.4.10 推论 RE) PZ fig) A Wix Y,- XÆ; 
Gi) 存在 w € Wi 与 了 的 0- 部 域 了 ,使 C D] Coo 一 Wi) x V) 
A.C = AD tW YL WUETSs gi -—. 

P) Jr € Di f(z) « Op) <0; 

(Q) Vw € W^ ,3(0,30 € WixYi; 

(pf + ÀgY)(D) > piw). 

车 假定 ; dib g € Digi) < 0,Bljnp SR CQO H p zl 0. 条 
fF Gi) 可 代 以 如 下 条 性 之 一 : Civ) epi e A ETE v, € Wi 与 了 的 
Ao- JA Vf n — WO g Y -YO E. COX SB8&R 
B- 空间 ,DD ALS gH «wise; EXE CoA) € Wi Xx Yi, 使 

„lim inf P7 Ga) + Agir) m 0. 

证 BEIN: ERHO) TF. X HASIE epi eni. 设 
EEn Wn Yn) € epi Ps x,— r.w,—i1.y,-* y. M E D,BVoc 
Wi 

efir) x lim inf Piir) x lim pGu,) = pw). 
这 推出 f(7) x wi 同 理 Y(z) < ys Blk.) € epi g [] 

D YQXOCYXZISYIA3.4.9,3.4.10 4: 

34.1 推论 (He. OU OFICIHO) YWL XYL, X0 WR 
RAG FE w € W, 5 Y x Z dg 0- 4838 V 48 C (3 (Ge, 一 
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WIL) xA C= ROB) WX Y LX OME ir RE BidE—. 

(P) 4 Go,3,2) € RID ww Koy Ste = 0, 

(Q) Vio € WRI (QAI) € WLX YIXZ'i 

RGpF + AG + pH) > ptu). 

ABRE: Gu) J Qy.) € RP); 9 x: 0,2 = 0, WI nf BK 
(QO HAD e se O0. AE FPE GO 可 代 以 如 下 荣 件 之 一 :iv) epi OA (Cr, 
way): OO, .zD) € Or Ew x wy xL v) PHifETERS We 
与 Y,7 的 闭 0- PRUE Fo Go — Worm —Yof) 
HiU) R. C) X ABAR- as RSS X IP AS dosh it epi OA. A 
存在 (Php CWLX FLX 2+, 使 

lim inf 80v) HAG + ele) 29 0. 


twa yr) E Aula] + 


3.4.12 推论 BME) e Sg h) AW, XY, Xx OMB 
DG AE w C W. 5Y x Zio- 53$ V.4 C P1 (Cw 一 
Wid X VOC = eG) —- WL YX 0. Bl EA dm B SR; 

(P) dx € Di fle) «0.gG) x 0,hG) = 0; 

(Q) Yw E 本 (pop € Wi Y.x Z'i 

Cof + Ag + ph (D) > pw). 

BRE: Gi) 6€ Digo x 0.hCP) = O, Wu] dE (QO 中 
Bj pst OLX ETE W = R, WOO THER, 

Ve 22 0,4 (4,0 € YLX Z' CF + Ag + ph) (DI > — e. 
mH Gi) 可 伐 以 如 下 条 件 之 一 :fiy) epi g Zo (QGnwsy, 
A(x): f(r) si w,g o Sy} AE wm © W, 与 了 ,过 的 闭 0- 
邻 域 U,V, 使 让 六 ws 一 Wi) g HY (0 & (VO X. G2 
X 为 自 反 B ZADRA- 5 g s wle, Œ D P r, — r> 
ACT) 一 Alr) FEGA) € Wix YL Z' ,使 

,lminf ef Go + Agr) + phir) > 0. 

以 下 这 个 较 特殊 的 结果 在 $ 6.2 中 将 要 用 到 . 

3.4.13 定理 (Tucker) — b X,Y ,W 是 有 限 维 空间 , 则 以 下 命 

a GE * 


题 两 择 一 ; 

P) gr € X:-Tr <0, Ar & 0; 

(Q) 3t, € WixYiT'pdA'A-0. 

H&S = (PA). QD Xfg IOVI x Y:() NUS) = 
DRA NCS") 的 超 平 面 x 二 NG). = wy) € QV x Y) 
= W XY 了 ,使 得 x (1 QVLX YD = Ø. TRW YL «0, 
因此 一 EE WiX Yi)" 二 WX 了 ,. 另 一 方面 ,p € NGS’): 
= RUS) RM Jr € X. p= Sr = (Tr, Ax), FE Tr = wg 


0.Ar = y <0. EWY p = Wiw) + Ly < Od 
w zt 0; 因 此 Tx < 0i m BCP) 的 解 . N 
325 35: WE L[72.93,95,104,145, 2031. 


$3.5 Minimax 定理 


SEM: DX K— R$ 


a= inf sup plr, K). 8 = sup inf «D, y). (15 
rE Tek 
关联 着 一 对 极 值 问题 ，; 
min sup g(r,K5 =a, IED (P) 
与 max inf e(D,y) = B, y € K. (P) 


BRA HEUS PS a, 基本 的 问题 是 ,在 什么 条 件 下 a = Brita = 
了 成立 的 三 种 特殊 情况 是 


min sup @27,K) = max inf @D,y); (2) 
een ¥yEK 
min sup g(z,K) = sup inf aD, y): (3) 
ref} ye K 
inf sup gs, K) = max inf œD, y), (42 
wep vex 


HERD > a — BL c oo (d) a — Pom, (2) 成 立 的 亮 要 
条 件 是 存在 (3,3) € DX 下 满足 
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ATK) = qr.) = eX D.y). (5) 
当 式 (5) 成 立时 称 (了 ,3) APRA. 鞍点 是 极 不 常见 的 (参看 
$5.1). AG Rr 6 BCP) CR EH 0 = 2 KR Oo 问 题 
PO SH a = PHBH) SN) B HS HB. S e= B 
或 等 式 (2) — 00 之 一 成 立 的 结果 称 为 minimax 定理 . 3x RGR 
多, 且 对 于 最 优化 问题 有 重要 应 用 . 
$ E = RF = R*, 二 者 依 通 常 的 积 拓 扑 成 为 LCS， 每 个 > 
RR 可 看 作 人 上 便 等 于 + 的 函数 ,因此 有 自然 的 说 入 R C .同样 
WoEBSRHEA RC F.EEF simi E = R? SF, = 
Ro SAR <. Fu E E, $ suppu = {z€ Di ulr) +O}. 
验证 的 拓扑 对 侦 为 
E' = ip € E: supp ep ARH}, 
CCE tu € EE 的 配对 为 (pyu) = > prele). BREL = E, 


f) ENF 5 F} hi. 
空间 E.F 的 价值 在 于 ,对 多 的 研究 可 转化 为 考察 由 多 诱导 的 
一 对 映射 : 
P: D-— For gr, +), 
Wi Ko Ey Gy. 
从 而 有 可 能 直接 应 用 前 几 节 的 结果 . 
现在 约定 一 些 在 本 节 起 重要 作用 的 记号 . FE ow eo IEE 
TERE. Yo C D, CK e> 0, 和 及 ,约定 
Uwe) = {u € E: fuCG| Ker € w)}, 
MA = iv € F: |v] xi e(V y € w')}; 
Dew ,r) = ir € Di giro Sr}, 
(re = (y E K: gwy) Sr}; 
M, = W(K) — E, - r,M— M,, 
M = OD) + F,—r,N = N. 
所 有 形 如 Utw,e) 的 集 构成 E 的 一 个 闭 0. 邻 域 基 ; 关 于 五 仿 此 . 
大 包 数 关 于 Pp 的 minimax 定理 要 用 到 某 种 凸 性 ,这 些 凸 性 通 
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(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


过 映射 下 ,于 表达 最 为 简便 . 

3.5.1 EX (D gry) XI x 28 8 L2 P 55 JURE D GS 
Fi P: D — FYFE- F, GBM F- RED ey) 
Xt y 3E], ip S up E JLSE 3E L2 S XE YS K — E X EL - M, 
E, WMSE, - eRe. 

GD X Vt € (0,), Ve > 0, x, € Dis € D, i% 

P(r) x; PO) + t9) +, 
RY the p XI x TRAE Di DECRE a E IR HER AN“! © CO, 
D" c X*3: € (0,107. oe y RBM k 36 m X x fac. 

(iD A pri akh y ISL, MR o 25 2 BR SRE Lo Bee 
等 仿 此 . 

注 ”1 几乎 类 凸 ” 一 词 是 参照 [82] 中 的 “几乎 类 四 ”概念 而 
采用 的 .由 3.5.1,P 对 xz 几乎 类 凸 等 价 于 锡 为 下 , -次 类 西 ,而 *P 对 
TRAD” T pI r SLEAN”, 就 2 对 工 而 言 ,一 般 地 有 ， 

Ag > UE mA KEY 之 LFA. 

2 结合 3.5.1,3.2.6 58 3.2.2 48 Ig XE r LEB ON = 
PD) EF, KA e3t€ (O,D.Vo CK, Ye S> 0, INN CC 
NN 十 Ytwye), 后 者 相当 于 

dr € (,D.Vo C KVYe OYrr € D,3x € D, 

" € e, (Gr. y) Seeley) +a y) +e. 

(10) 
[82] Ft" LP 36M" — 28 Up S OO BS Bee Zl ili 

结合 3.5.15 3.2.6 直接 得 出 以 下 命题 . 

3.5.2 命题 pr BY EE n SL PAS BSN 
Fr dE S N Poe xr yM RDS LE EAE HELM PS. 
iE 5 M h, M,N fs co). 

注 GSEHH.IOX ce KE ONE, 

Vt € (OVe > OUN HENC N + [—- ec] 

Mh AR MEER "IN 次 凸 ” 为 强 . 
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3.5.3 5|: Er € R. BGE LAT A (F2 — RICO DH 
Hausdorff 室 间 ,多 对 工 为 lse de C Kyo > riD(GS 2) By i) X 
X EE B- zs, D CXA pI rA wise, JAE Fi: AQ = 


i.H 
lim inf (Agr, *22 > r. 


eE |r| 
则 存在 下 的 0- 邻 域 V, 使 N, O VAAR. 

证 设 了 是 五 的 闭 0- 邻 域 ,1z 是 六 门下 中 的 网 ,ww m ue 
Qv € V.X x, € DOr, D x v, tr NE v € N,, 分 两 种 
情况 考虑 . 

首先 设 条 件 ( WE. Se 二 oo 一 VV = Vlw), M Yy E 
wpn y) EUO br S er — o, H[ c € Die). A ri 
r,— r € DW 

gr, y) € lim inf gy) X v) +r Wy € K), 
这 表明 v € N. 
其 次 设 条 件 (ii) HA R e > 0, 使 当 |r| 一 ce 时 ， 
(Apir, 十 6 
ARR GO. BV A F 的 这 样 的 闭 0- RAV) CC E— ee]. A 
(A, ays 0) X (A, v er etr Ain) 有 界 . Ria 7 € 
五, 则 同样 有 eo x vGo t r(Yy € K).FRVEN. O 

现在 应 用 3.3.5( 并 结合 3.5.30 得 出 一 个 关于 p B "Gale 型 
定理 ”, 它 在 本 节 中 将 起 基本 作用 . 

3.5.4 定 理 BE: 9 X c JLSE38 3, GD FEF HO €t 
VEN N V 为 闭 集 . 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) 3x € DRAr K) x; 00S Cr) x; 05; 

(QO IAE Flix € DA gr, 0) 2» 0. 

A ftGD 可 代 以 如 下 条 件 之 一 ;Qi DX Hausdorff Z:[8] ext 
a Wlsc,Jo C Kyo > 0i:D(Qo,o0) B Gv) X AGRE B- 空间 ,DD C7 
X 881]. Xf rh wlsc,dA € Fi. 
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lim inf. (A. giz, =) > 0. 
re |r 0 


证 ” 注 章 到 定理 条 件 G},Gi) A Ss D+ FRE 3.3.5 
cma fe), Gi), mh 3.5.3 Anti) = Gi, dv) = Gi), BAe 
得 定理 结论 . 

3. 5.4 推广 了 [113,Th. 3. 51. 一 个 对 侦 的 结果 如 下 . 

3.5.5 定理 ”假定 :G) pp 对 yy 几乎 类 四 ; GO. FEE 0- SE 
bk U7 M [| U 为 闭 集 . 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(Pave KD,y) Sos FO) SO; 

(Q) Je E Ei.Vy € Klog yy <0 

A f Go OAR a F RES — GD K A Hausdorff 拓扑 空 间 
E e Xl y X uscide C Dio « 0; KCo,o) Ev Y HAR B- 25 
BK C Y SSH. 9 yA wuscidp € EL. te 

Jim sup (019 +4¥)) « o. 

下 面 利用 3.5.4 导出 minimax 定理 . 首先 建立 

3.5.6 3 设 9 对 工 几 乎 类 凸 而 对 ?次 类 站 ;存在 > 之 a 与 
Fo SR VEN, OV BJ, Ve > 0.3». € 下 ,使 

r E D, y) +E 

证 Ar 二 a 推出 问题 “jzx € Digi, KO Sr". 以 
e—rf e, RERE3.5.44& A € FiiQugi. -)) > (A (Yr € 
D). 不 妨 设 DAG) 一 1, 因此 有 


SSAC May) > r Yr € D. a1 


Re > 0. B p Xf y KAA. AICHE RAM y, € 天 ,使 
得 


gr y0 Z2 VAG ery) — € Wr € D). (12) 


E 


HR ODSO28rz—6x.y)0-- €x € 中); 即 得 所 要 证 . 


L 
3.5.7 ER (GE CO Mc IL PAG y RAN GD 在 
“69° 


EERE Bü > BSF AO Ap EVEN (V B, o = 8 
xD 00, RIF GD 代 以 如 下 条 件 之 一 :06 五 为 Hausdorff 33 fa], ¢ 
Xf 2 A dse.de CK, > §,Dle,¢) iO X AR B- 空间 ,DD 
C X 3p Mt xh wlsedA € Fi. AGO = 1,8 


Em ial oec D) > By 
则 437 成 立 且 a = p Æ ta, 

证 Ae 4A MWR a. HAAG 有 rE a), F HO St 
MVE N, OV Ae > 0, 由 35.6 AY C 下 ,使 

r< inf gD,y) « Pte 
$5018 r x; BOXE r > B. Alka — B «c 

设 条 件 Gii) 满足 . Vr € (8B,o), 由 3.5.3 知 有 FF 的 0- SRV, 
(NOV A. TRUE SUC o= p< yn SIRE 
D, {E sup Xx, K) a. BER z, € Diao) MUR WE zT € D. 
Bi 

KT y x liminf prsy) m a (Vy € K) 
fe = sup gGE,R), IM IC CD Rhea = B um do. 

24 TOME 满足 时 ,类似 地 可 证 上 述 结论 . C] 

对 偶 地 有 下 面 定理 . 

3.5.8 定理 BE plf rk AH y LEB, GD TE 
在 任意 接近 于 a 的 r < ah Ego gR U, GE M, N UA, = 
É > — eoo. Y A EGO RUAT RAS — Git) K 3 Hausdorff 3 
Bl.g 3f y $ use go C D,o < a Klo, B; (iv) Y BR B- 
HK CY 88Mj.p XP yX wuse, Je € Et, ele) = 1.8 

SERIE, gen <e 
WR Ae = PA toe, 

ORK ABR, 3.5.7 FH D(Qo,o) W 3.5. 8 PH K (o, 

e) 自动 为 紧 集 . VEZ minimax sz HE & AE DEK "E ie 


C 8 [24,105.159,200 D. 于 面 不 加 证 明 地 引述 这 类 结果 中 的 主 
C] 709 . 


Se ASL PRES pI cH yA We oA SS 
pet x Wisc MA y X usc, WEL e AFER. 

35.9 定理 以 下 每 个 条 件 推出 (37 mor (Bm e = p): 

G) D Xj 'E Hausdoríf 3 [8] ,« ifr zx 2E RE H Xt r A lsc; 

《ii DC X GEK CY m.etife Bob. 

Gu) D C X AR pH x WO B. lse, 3t y HRB. 

以 下 是 对 侦 的 结果 . 

3.5.10 定理 。 下 面 每 个 条 件 推 出 (4) 成 立 ( 因 而 上 一 B. 

a) K X  Hausdorff zs [B] o RAB AM y Jy usc; 

(i) D C X ALK CY mE.otli Big; 

GD K C Y SiR op a 2 ee et y HILL E usc. 

iE 3.5.9 5 3. 5. 10 SE REBT a = B ou + oo. BL Ung. 
y)—r—y15RX[—1.1].EZ XE i $,3.5. 10 PREG 
~ (iD BUE HG 

, inf Sup, n B y) = E max inf ae v y) nm 

Wf:D-R,$ 

C = {mmm € Rx F: für) arga, o) Eur E D). 
(13) 
注意 到 = DDD KO ,不 难 从 3.4.10 直接 推出 如 下 
“Meatzkin 型 定理 ” 

3.5.11 定理 BEG) SO) HR. XF -XER GDA 
fio > O45 FADO RV ECO Q(Q—.]x Vo Xm. Wi 
下 命题 两 择 一 : 

P) Jr € Di f(z) < Op Ko sz 0, 

Q) Ye > 0,4 (9.4) € REX Ft,Vc € D, 

PICE) + Geor. 2) 7» — ps. 
FRE.: Gi) Je E Dig, K) « 0, 则 CQ) 可 写成 
Ve 2» 0.34 € Fir € Dif(x) + Aor, 2) > — & 
条 件 习 可 和 代 以 如 下 条 件 之 一 ; (iv) D 为 Hausdorff 室 间 ,了 与 多 对 


* 7l- 


rCHdse;3e C Kyo Ze 0.6 > 0, file € D: flr) x opr o) 
x s 为 紧 集 ;(v) X 为 自 反 B- 2M DCX RAS Spee # 
wlsc,d(p,A2) € RX Fi ft 

_ iim inf pfi) + (Aga, Dr 0. 


注 tr DO 为 RiX Fi. -KBABRACKO,M 
jr € (0,1).Ve>0,¥e CR, 
(CE EC CC + [— ee X Vie). 
这 又 相当 于 
J: € (0,1),Ve > 0, Yo C K, Vx, rE Dar € D, 
bo nf +e f(r) tes 
ler 3) S tp 3) b gen be Wy € v). 


(14) 

22 3.5.11 是 [113,Th. 3.1] 的 一 个 推广 . 交换 z,y, 一 个 类 
似 的 对 偶 结 果 可 直接 写 出 . 

本 节 的 结果 可 表 为 "无 限 不 等 式 组 ”的 形式 ,只 要 将 天 ( 它 通 
WEIR) BEB tee ARS Ce) = gak) kb E D 
XK. GRA & € 天 | 关 凸 意味 着 9 对 了 类 凸 :次 类 凸 等 仿 
此 . ££ v € FS v RAG cc TES BIET. FRB 3.5. 4 改写 

3.5.12 定理 HE LPG; GD FEF Wo- g 
RV, ÆN NVA, HPN = {v € Fi fia) Suda € D, Yk 
€ K)). MULT er ERE SE — 

(P) Jr € D,V& € Kif,iz) SO; 


(Q JA E Fi,Nr € DL SA GOD > 0. 
k 


ik fe) BARRA AD T RES — Ci) D Æ Hausdorff 空间 ,每 
tf, Wiscsde C Ke 0 jr € D: fia) Sele € wo} HE 
Gv) X BGR B-szjg.D C X 88 B] RET Ja X wise; 

JAE Fi lim inf. 2 ALGO T0. 


P 


ra re JP 


E [194] 中 可 看 到 类 似 的 结果 . 
参考 文献 ;[24,43,82,.93,105,113,119 ,151,159,169,，172， 
192,194,200,202]. 


$3.6 Minimax 定理 导出 的 择 一 定理 


wert DX C—R,CRX LCS PRE. AOE KC 
C = R, K, WR K AECHE 43; 8 2 0, 
perty) = Per y r E€ D,y€ Ka m0, 
MiK p X y ESKERRA. RE ES ed RWIS. 
ET 85 6k CAD ZR ERAT ER; 
inf sup gr, Ko > 0c max inf @D,y) Ze 0. (1) 
#F (BEB, 
3.6.1 5/8 设 C 有 大玉 ,yp 对 y 为 56 次 正 齐 次 且 满 足 式 (1)， 
则 以 下 命题 两 择 一 : 
(P) Jr € Dipl, CONOP < 0; 
(Q) Jy € CMO D., n ze 0. 
fá 3. 6.1 与 3.5.8,3.5,10 得到， 
3.6.2 定理 CHR Kp xL y WS YXIEXIXXH usc , Mj Lt 
下 每 个 条 件 推出 3.6, 1 的 结论 ; 
G) pt rU y EK ESP Re C Dye o {i 
Klay) E, 
GD Y HAR B- SIH.K CY i.e XP or oO y EK 
EJL3*25 [9] wuse, 
qr € D, ; lim sup. Cry) c0; (2) 
Gi) K BAO D x K Far xis, 
GO DOXA KGB gEDX K EHIEBXA; 
+736 


(WK GR exor ERED EXE y dE K ESI. 

3.6.2 综合 并 推广 了 [43,82] 中 的 一 些 结果 . 

应 用 3.6.2 的 最 简单 的 方式 是 取 Mr = Ag(z),C = Yt. 
直接 看 出 ;pp 对 4 是 1 次 齐 次 的 ;关于 Y" 中 的 弱 " 拓扑 9 对 4 连续 ，; 
KC YLO > pHa AK tM; Ae HY.-KBAAK SR hl 
PID X K) X xxm. FEM 8.6.2 推出 ，; 

3.6.3 推 论 GE Y: Hs" EDGEK.IHDUTA(G Z—PHSE. 
O gY,- WS iD gH « HAA #isc. 则 以 下 命题 商 择 一 ; 

(P) Fz € DYL MoI g(r)) <0; 

(D 34 € Yi MOR gD zm 0. 

3. 6. 3 可 看 作 一 个 “(zordan 型 定理 ”而 与 3. 3. 2 EXER EY 2 
E QNOSTNO)gG) «06 gG) « 01.4.4 dB] 3.6.3 


与 3.3.2 的 结论 相同 ,而 条 件 不 尽 相同 . 任 取 y €. Yi ,可 验证 天 
SAE YLA) = 1) YL AR ROD. 于 是 利用 
3.6. 3 得 到 3. 3. 2 的 如 下 补充 . 

3.648 若 7 关 由 8 为 * 氢 凸 且 xlsc, 则 3.3.2 的 
结论 成 立 ， 

ft 3.6.3 PRR g = A € L(X,YO í8., 

3.6.5 i£ BYI AR FELD C OX V NP T er BEP 
择 一 : 

(P) dx € Di(Yi MO),Ax) «0; 

(Q 3A E Yi NOAA gE D'. 

E Yi 关 QW 3.6.58] ibbe RET 2.3.3. 

今后 常用 到 如 下 的 绊 Slater 条 件 : 

d£ € DYE NO}, eh) « 0， (3) 

d Yi (WO) @ Fe © Dig?) < OCA Slater 条 件 ). 

Aag) Re 从 3.6.3183], 

3.663 RWIiSY) SHAR ROAK YS Ki un) 

774 . 


AW XYL- RBG RA x BS E. #1sc; 条 件 (3) 满足 . 则 以 下 
命题 两 择 一 (参考 [143])， 

(P) dx € DW NO) Fir DEC SO; 

(Q) 349,2 € WY MO x Yis + Ago (D) zx 0. 

iE OOK = (pA ic € Jupe € Ki, A € Kir, UW 
天 R Wiox Yi 8557 ROR. SA 

3x € D: (WIX YDIN R Gagn SOP’) 
AR r MWERA TEP) 的 解 . 因此 , 若 (P) ER CP’) 亦 无 解 ， 
于 是 由 3.6.3 有 0 关 (PA) C Wi Y of + Ag) CD) SO. 必定 
P 0; 否则 由 条 件 (3) MER OOSA) 二 0 因此 (QQ) 有 解 . C] 

注意 条 件 (3) 仅 用 于 以 上 证 明 的 最 后 一 步 , 即 用 于 说 明 
Pe ÉO G) 亦 可 代 以 条 件 Y 了 i 站 gC6D)" = {0}. 

3.6.6 的 线性 形式 是 下 述 推论 . 

3.6.7 推论 KWL SY aR ENE, DOXA; JE 
Di Y 1 MO}, Az) < OGRY TO) CAD)" = {0}), 则 以 下 命题 两 择 

(3x € DiqWz NO), Tz) < 0,Ar x; 0; 

(QD 445,2 € OVE NOD X YET p+ ATE D'. 

3.6.6 3.6.7 —RHE 13.4.8. EW = RW, = Rs Ju 
TaMBSITWIGHSST Be HW = ROW. — Ru 3.6.6 5 
3. .6.7 中 的 命题 (Q) "T BR "3A € Y LiOÉ + Ag) (DD zm 0” 
BJA E Yi.T-A'Àc D'"JgGx &&4 TT CAY'-D. 

再 进一步 ,以 Cf ,8,k) 化 类似 于 3.6.3 有 下 面 推论 . 

3.6.8 推论 设 W}i,Y1 与 2' 分别 有 弱 ' OEXKGKRSSK,. 
K = {httus) 1622 0, St = lu € KG ZIL), 
L(*,p,À, p) = pf d- Ag tph BLED K biG RABEL 
命题 至 少 一 个 成 立 : 

(P) dr € D: OV; NOJ Sr) < Ogir) X; O,A(x) = 0; 

+75 0 


(Q) JA) € (WE Xx Yix Z'ONQOIRLG. pa, SO. 

车 附设 条 和 件 :3 € DIO; SOC < UAC) = 0; 
ACD)" = (0), WTR) PA op HO; W = R BERT i p = 1. 
hay CP) CQ) 两 择 一 -， 

HERR AB 3.6.6, RK E WixY xZ ae X 
基 ; 命 题 (P) ZF a E 

de € D; (WIX YIX ZONO GOs ger AL) « 0. 

3.6. 8 StF 2g A “Motzkin 型 定理 ”而 与 3.4. 2 相对 照 . 当 
W. z- CBE. 3.6.8 KA 5j 3.4. 2 — Si T A PE BEI [0]. 3.6. 8 
的 条 件 不 其 理想 . HA Eok QE MET T LET E I E 
dim Z < œ), HR,K —Hrak SERRE UE Xf (04,0 EK LEK 
类 凸 颇 成 问题 . 鉴于 此 ,3. 6. 808 3.6.3 ~ 3.6. 7 RI. 

与 3.3 人 一 3.4 的 结果 比较 ,3.6.3 一 3.6.8 的 一 个 突出 优 
RR EGET TRH WI SE 他 关 Y 了 4. 在 无 限 维 空间 中 ,这 是 很 有 意义 
的 . 

Xt parva) = Ag Cx) 不 是 应 用 3. 6.2. 而 是 应 用 3.-5.4, 则 有 
与 3. 6.3 不同 的 如 下 择 一 定理 . 

3.6938 BY: GOH KAU FRAZ —W RIO 在 
fr E = RRO 4E UL. SE = tu € Usus; Ag(gA € Kt 
EP; Gi) Je C Die « 6, fi 


K lwa) (A € Kt AgGr) Dolyar € oni (4) 
NS RR GD Y 为 自 反 8- 空间 ,天 BA. A 

de € Ej; lim sup <a, P pO gG)) <0, (5) 
则 以 下 命题 两 择 一 -; 


(P) 3p € ELMYE NOI, PoeGORC)D « 0; 
(Q) 34 € Y: M0) Gu gCD)) ze 0， 
所 宜 注 意 者 ,3. 6. 0 XJ Fg BUB (E fe] a BOR. 3.6.9 中 的 (Q) 
153.6. 3 Ff (Q) 一 致 ; 若 sup o = (xl ,或 g WY, eS S LBS. 
* T5 n 


6.9 RCP) 5 3.6. 3 HB CP) R PERS) 可 代 以 较 易 验 王 的 条 
TE CB RR C220; 
dae € D. lim sup Ag(x) Z 0. (6) 
ÀA€ K. à = 

Xj pr A) = Ag COO BH 3.5.8 得 出 : 

3.6.10 定理 RY; A OBA g AYL -类 凸 ,有 目 以 下 条 件 之 
-满足 ;fi qe C Dye ca tl inf sup Ag CO E KO» o) CC CADO 

n AE Kk 

ASS’ K: GD Y 为 自 反 号- 空间 ,天 BA, Ade € EL. hea 
Det) = 


lim sup 44, Darg)? x om. (7) 
1€ Ke - 
则 inf sup Agir) = max inf Ag Cr). (8) 
re DAEK ie Kore fh 
BLE EL El — AR A RR Ps DX K +R. 4 
A= {Ae Fi : DAG) = 1H (9) 


MAL Fs AR 闭 唔 基 , 分 别 以 下 ,A,B( 依 3.5C6)) ERY, 
Kg. M 3.6.9 与 3.6.10 得 到 下 面 的 推论 . 

3.6.11 推论 设 以 下 条 件 之 一 满足 : (i) 存在 瑟 的 0 领域 
U, {E(u € U: DAG e+, y) Z2 ua AN 为 闭 集 ; (1) 3o 
CD, «cob 

Ata,a) * [A € As (CÀ,gCr, *)2 Sair Ew} (10) 

为 弱 ' 紧 集 . 则 以 下 命题 两 择 一 : 

(P) 3p € EL.WAE Fr NOH DPA Very) « O; 


Q) JAE F-.vVre€ D, SAOD “= 0 


注意 3.6.11 Xf 9 WC (E fj LEER. 
3.6.12 推论 B p3 arn, Je C Dye < a, 其 中 
«= inf sup (A.gCz, +), 
TE D.AcA 
使 Aen ROID Wa 紧 , 则 
Tf. 


inf sup 2/460 gn 一 max inf DAOP, y). 


x € PAEA 
如 己 由 (1) 推 出 3.6.1 中 的 两 择 一 结论 一 样 ,由 3. 6. 12 立即 
得 到 : 
3.6 13 推论 在 3.6.12 的 条 件 下 (假设 其 中 < 0), 以 下 命 
题 两 择 一 : 
(P) az € DAE A, SAG Gry) «0; 


(Q) JA € Ax € Di SAG) May) z 0. 


与 3,6.11 对 比 ,3. 6. 13 UL — PERE, BCP) 5 CQO 
旺 现 出 更 对 称 的 形式 . 
车 令 Cr) = ork) WO 3. 6.13 KS: 
3.6.14 定理 RADR {hik EK) ade CP, 
o< 0 {E 
(AGA MIA GO) Sor € o] 
$ 
弱 "“ 紧 , 则 以 下 命题 两 择 一 : 
(P) Ir € D,Và € ALAS Ce) <0: 
Li 


(Q 3AC A, x € Di BIA GO m 0. 
L] 


3. 6. 14 uf 5 3.5. 12 Xf BR. 
SB ww: [43,80,82,93.114.169, 194]. 
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第 四 章 一 阶 最 优 性 条 件 


本 章 考 虑 一 般 最 优化 问题 
min f(r), gir) SO, Alr) = 0, cr € D (P) 

的 一 阶 最 优 性 条 件 . 在 问题 (P) pf: X +R EB RAM E: X 
—Y 5h: X —— Z EDRISSEI.D C X BARBY PRF S 出 
ASH YL. SA.H EG Se Y.) H =h OMD 
CAH. Fg M Apia ERCPO 的 可 行 集 , 称 每 个 zx € M 为 (P) 的 可 行 
点 ,通常 以 工 记 某 个 给 定 的 可 行 点 , 称 FM. 的 [局 部 j] 极 小 点 为 问 
ER CPO 的 [局 部 ] 最 优 解 ; 称 /| 型 的 产 格 -局 部 ] 极 小 点 为 人 P) 的 严 
格 [ 局 部 ] 最 忧 解 . 最 优 解 也 称 为 最 优点 ， 

约定 一 些 本 章 ( 及 以 下 各 章 ) 常用 的 记 寻 ;7 = F'TA 一 
g 'G),B = (FJ)( 上 内 要 这 些 导数 存在 );K, = Y. + Re), 
Q=YiN igm) = — K}. # Y = R”, M Y, = R*,g = 
Gr ias = ji: EO) = O} sg; = (gen Ap = oe), 

R = {GQ ER" ETS y= 0), 
Ri = E N R2,R! —— Ri. 
定义 问题 (P) 的 Lagrange & A 
Lr pAs = pir) + Aged | pair), 
HP pA E DXR.,XYix Z*.48Re = 1 RZ = l0} 
AY. iat Lr. à 20 ieee LC Ape) B Ler p ADL 与 
La OWS 3B; db. 本 章 的 基本 思想 是 ,将 问题 了) 转化 为 英 于 
EAR LO 0.4, 10 的 无 细 束 极 傅 问题 ,因而 可 用 工人 (osyo Bo 
阶 导数 或 次 微分 表达 问题 (P) 存在 最 优 解 的 必要 或 充分 条 件 ,这 
类 条 件 称 为 一 阶 最 优 性 条 件 . OU LY aL ig LXFr B9 gg 5 
次 微分 , 则 
"79. 


LE, p, AD = TT’ p+ A a+ B^ gu 
ALE PA pO C HeT) + 9g, 0r) + MG, 
其 中 f. 一 Parasha fh at. 


$4.1 可 行 集 的 切 锥 


ibi r€M—G(|H,G-—g"(Y.,H 一 有 -1(0). 为 描述 
LIME z NUR B BG AREAS MET HA ECS 
念 与 记号 依 $2.5). 在 一 定 条 件 下 ,MM 在 区 的 切 锥 可 通过 约束 函 
Bete T 的 导数 或 次 微分 来 刻画 . 

首先 假定 eh 在 z 可 微 . 

4.1.1 定理 GO) Ko C AY NM QIN NOD - {rE 
N(B) : (Q AT) 20}, — KG) DAQ + RGB? ). 

UD Rgh € C'.CA,B) : X — Y & ZA. Kyo 2 
CA °K.) N NCB); H K, HE KG = CA UK, f) NG ER 
AQ + RUB") 38" ALM — Ka = AQ ROG). 

证 a)Xz:€ Kyo, Wl 3540.2, 22a, Mz + 42, © 
MC82.5000. Hele.) SOF 

Ose (Qua Gn) = REE) + Az, + o(,)? 
= (Q,t,Az, + ot», 
这 得 出 (Q,Az) «L0. BHA Be = 0,F Bs CANTY NORD 
N(B) EK, HIR KYO CK. 进而 有 
— KTD K' DAYAR )0' - NBH 
DAYN + ROBY DAQ4+ RUB"). 

Gi) JER z E CA ! KO) N(B). BE eS (gl € Cug (n) 一 

(A,B) 是 满 射 , 故 方程 
gir d y, nis) = AF) +a qox 
AE y, — o(1/00001.2. 60. z, = ny, + m, W m — c.r S zc 
a RO * 


A o o KADAN REEL EEEE hehe Be i- tmi nan ah a et -o o n o 


nz, — Y y, d nz, 
Cala, AC = Pr) = e) + n gd Gn) 

= (er) + a Az.0). 

H=€ A'K, @3r ER, fh Act rgCD. $B 
Ba, = gn Az 

& T n7 rg). 
TAH n 充分 大 时 g(x,) x0. hir) = 0, x, € M. BE zc 
Ky CDRA OK O N NOD CK). E K, BW K,— Y 
Ay =Y NALD, FERE O B Kul) = (AK) 
NCB) © HAQ + RGCO Bio Hus € X ND 1.13452 
€ Xiu(z) < (Bz) = (Q,Az) + (ROB) D. Bil B u(z) — 0, 
(Q,Az) Z2 0,CRCB' ),2 220, Ki e € A- (Y N Q YN NCR) 
=> Ku) Ae E- KAG) SG &üui-—KiG)-0 
= A'Q + RIB"). c 

412528 (DK;GOCA XY(1Q Koi) D- A*Q. 

GD Re € CRA) + K, = Y JM Ko) 2 AUK, KEG) 
C AUTKO =- A'R; Á K, WARES KGGO = AC KK GO 
=— A‘Q. 

证 (D X Z — (0) J 4.1.10) 得 出， 

GD XT Kel 2 ACK, 参看 -150]. 若 K, AWS) 得 
Kult) = ACK, 余下 只 需 证 (4 "KO" C— AQ. A Terr) = 
Ar tre WT € LOC X R.Y),ROD =Y — RCA) HK, = 
YOTPECDOY.O' = TY! (3.1.2). & €. (AIK, leo) 
€ T 'Y-Y'TER3ACYLiGL0) = T' A BIER LAC Qu 
—— A'A€ — A'Q. l 

4.133838 Ka CN(B) KAT) DRB EREC, 
ROB) = Z,W KaT) = N(B), KA) = RR’), 

证 RY = 10) 4 4.1.1 得 出 . C] 


Rl” 


-RAR FS BT 45 4 PS). PHF FoOO BIDLT ZR BE 
有 用 处 . 

4 1.4 定 理 HK — Y. Re GO, 则 有 以 下 结论 : 

3 Fet DAUK. 

UD XP ACK ÆA Fe = AUK,FE Ce) =— AQ. 

HG) Be eC AUK Marc R;Az-rgCD. FRMOS 
PO. -> 人 时， 

gT + rw) = gT) 十 14z + 0G) x OO d reg x0. 
Ble 4+ e € Gap Rs € Fe. 

GD) dz € Fo). BAEK ML L2H OFA Y^ A, 
Az) De (A,K) ,这 推出 以 ,Az) POAC — K' — Q. BU YEA 58 
TEA K; Rye Y2,,OR fh Ar=ytreG). Bz € Fz), 
MOSIEORBIÉ gE H tle ar SO.FR 

0 x; (A, tAr 一 gtr + lz — ri» 
= (A, tAr 一 g(x) + oft) 
fA, ty tot)? x0, 
得 出 矛盾 .因此 > € AUR RS FUGO = AUK. HMR 3.1.28 
FoF) = AK’ =— AQ. m 

41544 RSS BOT = f E A 0G = (x: f) 
fC) HW = be fr) = FG.K = Is: Tz < 0}. M K = 
{ Trza 0); 

Velm) C Fel) = K. VEG) DFE) =R T; (1) 
TAD C KAT) CK, TET) DKE OR. T, (2) 
KaT C NT), KiE) DRT., (3) 

fcc. o0 中 的 包含 由 为 等 式 . 

证 ”直接 看 出 下 二 (2: Te <0). (KY —K^ RT. 48 
MÀ 4.1.4.4. 1.2 8 4.1. 3 EH CDD $03). FRESE CL x 
EK, Wt) Oo r9 av 时 ,有 

FG + su) fia) IG + rw), tw 


= R2 


Sf Oct <a), 
Mert we CS" E C VIO. AKO) 中 的 包含 是 等 式 .其 次 ， 
由 于 一 Te) C TOO 知 (2) 中 的 包含 基 等 式 . 直接 由 4.1. 3 知 
(3) 是 等 式 . [| 
现在 转向 菲 光 滑 的 情况 , 即 仅 假定 Figs TE x SW Lip. 在 
这 种 情况 下 EIH 4.1.17 4.1.5 的 完全 的 推广 是 困难 的 . F E 
在 一 定 附 加 条 件 下 得 出 4.1.1 4.1.5 的 某 种 类 似 . 为 记号 简便 ， 
AE gi Agha = PRAEC Y pe Zo. 
K = (21 fz) S 0AT = OVA C Que EZ D 
Bo aT + AT AERE". (5) 
ij p 5p xp RGAE TT CATR NCR) 与 ÁA'Q-c 
RCB* ). 
4 L6 定理 E VOD € QX Z' an 5k, ETENN 
KuGO OK, — Ki G) DOCH 4.1.1 3E BR). 
AE {Ei r € Kult). Mit Oc, + 2. fh x, t Tác 
M.fBAEC QE 


gar 十 tz) 一 g,Cr) 
f, 


gi TL D, gT, r) 一 lim 


< lim sup ge Lz? TEG 一 Q. 


[P] US. AEn 一 ONE Z^ ). Bl s € .其 次 , 当 xz CKO, 
B € QX Zu € ET) € JACO) 时 ,有 

ulz) + vi s gir,z) 4+ Cr m) SO. 
可 见 (LK) «CO EIE D C— K C— Kio. 口 

4.1.7 Èi AVAE Qig, TE c EDU, Y 
KG) C iz : dO, LOCA E QD, 
一 Ki CX) 2 3g. 0. 
Zi Vu € Z'ih, fe x END, OU 
837 


Ka) D iz Tr) = OW p € 20}, 
一 KAD D U am, A). 


BEZ 


4.1.8 Æ Y —R' Vi € gE) u EN RHEE 
K = {zi gi a) LOW € D),O = DIR. g). WK = 


ref 
lei g? (Fe) SOWIE DuK' =(K)' = 4, 
K C VlZ) CFC), P D Vg) D Fé Gi (52 
KCT) CK), DTA) D KC UG). 0 


E a CD SET EM. MR), S OO 中 的 包含 为 等 式 . 
iE (ARH |) = 0, AMIS 11.2.0 am}, 
fÈ K 关 人 3. 否则 ,问题 
jz € X,.gdiOE,z)0 Si x m) 
无 解 . 于 是 由 3.3.2 有 0 二 AE RT. DALT) SOV € XD, 
这 推出 0E 2》 Ato (CE) (2.2.1,2.1.5,2.1.6), 与 定理 中 的 线性 无 
XB FE. 

4 D—dz:g)EOQG Sis m). DHL B K C D. 
IE, KR CC D. E: € DR € KOs, Hts, tele LE D. 
Hg C,0mdi$ 

ECE Sed T2000) d fECr.)«0 (Dim), 
可 见 =, € K. Fere RGD. AK =D. 

BROCK = (Ky. SiO DK’, RAE ess Bi 
Ayia U Au, = P Aq € BA € R. ste, € ag CP). A Ag, GO RR 
BRR ea uw € ag OD. um QD. BIAS HH Ln LA 9 
oo. & A, = AV JA RIR A A — AD ER Blu — S Au, 
— 0. XX 5 (a? REET. Mis) BARA PMR AAS 
R^. ydo = Dhu € ODAR A. Ew € X^ ND. 1.1.8 
Azre Xw) < (8,2). BORE wie) «0, 00,20 SO; E RETE LH 

« B4 « 


z€ K,pihwcK:'.iB8UEG SOK’ MINK: = (KD =e. 
#2 EK M4OKt 0x zw m ht, A 
gir + twist gtr + tw) — gtr) 


= Ag riz) + g(r + tw) — gla tte) 
KIET to SO (Quism), 
W tiw EG, Mil: € Va 这 证 得 式 (6). WA K CVG) 
C Te(z), 于 是 (7) 成 立 . 
33139 ae Xi (XL m) XE x INS Fee CKD Ryo, 
zt Zz, ts te, EG, WM 


BAF + he) — gu) 
t, 


iO.) Dy, gl, r) = lim 
g C + tz) — guión) 
£, 

可 见 z K RERU 为 等 式 . 

EAr CR DAE KR (P= K Be CK WRAN A 
Ei ye) = 0. Ru € dg; C2, fel) 二 0. 由 定理 的 线性 无 关 假 
设 .必定 uou 0; 于 是 有 z,—x mQ.[E w(x) L0. 5-4, Ei zc 
Fotz), nji H zg 0 BJ gm two, FE 


< lim sup = Siam), 


wen) K d s) = lim edr t) ED uo 
PE 


f BF E. 因此 >z € 天 .这 证 得 式 (6) HSK. E] 

LAS aR 5 从 本 1.8 得 出 下 面 推论 . 

4.1.9 it WOE CG = (ir: flo x EK = 
fe: f .z)«01. Dj 

K = o (z:ifGu)EONKO-—(QK)Y = R. af); 

K C Vela) C Fc(3), Raa DV (T) DEES; (8) 

KCT) CK), Ra) OTE GO DO KEG). (0 
车 让 在 正则 , 则 (8),(9) 中 的 包含 为 等 式 . 


a. 
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4.1.9 8S 5j 4.1. 5 48 XH. 
$4.2 Fritz John 定理 


本 节 考 虑 问题 
min /Gr).gCr) S 0,hCr) = 0,x € D, (D 
R:e€M-—D[G[) H.fghftr&uf.K,—Y. t Rg), 
Q=- K; =Yin iamh LO, pà) = pf d- Ag t ph. iE 
LAP Ay) = gt + A AL BS 

FQ) = (3: ey 0w z Bp SCE + rw) «c fO. (2 
AEN iri SF GO PORTE. AS E AO BY FO) 

zc Q'GO,z) «0j. 

4.2.1 引 理 Zi x ED 的 局 部 最 优 解 , 则 

FAP) Kua) = (7. 

证 fH rE Ru) J y On e a re CM, FE 
fO + t.2,) SERRA CPG). 77] 

AMT f (EGRE RU LESE VA PORE CE UK 是 一 组 办 ,存在 不 全 
WE su; € Ki ii yu; = O,RIUE(KRT i M SOSCKU223 b. 

4. 2. 2 Dubovickii-Miljutin 5|38 — i K;(0 xj <n) BAERS 
DE. 2i ; n BPEK, EREM (C) K = O&K; } X SOS. 

证 EQ R;— OM dm KR E OR ZQK BESTE 
= (5. A K RE dE E OF HE. 故 由 1.1， 2 有 u € X^ iu(K) > 
uCK DXX ue € K* — » (0.4.0, 一 € Kas 由 此 易 

WE; 139 SOS. RE EK] PX SOS, Wa € Kj (Oo<mj<an). 
fit Su; - 0, B m 0i n. FR OK, = 局 ,否则 有 zc 站 
天 ,但 这 推出 0 一 Du GO Zaun) > 0 CH 3.4.2001 G 

VA AREAS I LAR. 
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4.2.3 Fritz John 定理 Y 5 CK CFF) 是 一 非 空 开 
PE A XE RAC RHR 为 团 集 . 若 工 是 问题 (1) 的 局 部 
RRR. MAO QA ERX QQ@X27', 使 

LG P, € K^. 

证 — RU] ROG) SOC RIED — 1.45 0,2 — 0),K, 
SAUCY + Re?) c QIOSWM 0 C RIAD + Y. Re). 于 是 
d 112404€Y':0oz ARA) +Y + Rg AMIE 
Q,A'A— 0, RI p= 0.2 = 0),R(B) = RWA o RE 
N(B), FRR P= 0,A= 0). $ K, = FE), K, = KK, = 
Kaz) = N(M. 1. 2. M K,CO xj « 35 HIE SG HEL KK, 
六 ,是 开 的 ;Ki = RL F(R = AORT) =— A'Q 
(3.1.25 K; = RGI ) (4.1. 2. 由 K, C FíGOG. 1.4, K, CC 
F5) &1.4.7.4.2.18 


3 
NK FE) MN Fela) N Fp) () Bu @) 


C F;G) Ku @ = &, 
FH 4. 2.2 ARS HEA u EK OLIA Sou, =O. Wu, 


= pf Gu, =— A" À, i =— B'n,.,À. m €R.XQXxZ', 
WW eig A,B) AO, 
LEP A,R) =— ty m uu — ug —u € KE SK, ij 


koX DHhBDsQFsG)-—cone(D — 3) 是 非 空 开 

凸 锥 ,在 4.2.3 PRK = FoOGo 得 
LG,p,À, € FAI = (D—- FF)", 
AEED MWR Fo) -—X.Am FAG) = 10) 于 是 
LAF.p AB) = 0. 

Æ Y = R", = i gI) = 0}, WB RIER =R, FEH 
4.2.3 得 到 下 面 的 推论 . 

4.2.4 推论 ” 若 在 4.2.3 的 条 件 下 ,再 假定 Y 一 有", 则 有 0 过 
(B.A) E R X R] Xx Z° fE LT, PAD € OK". 


BT * 


通常 所 说 的 Fritz John 3E 3E, 7538 4.2.4 A. 
今 将 4.2.3 用 到 问题 1) 的 特 款 ， 
min fir), gir) x; 0,rcD (3) 
与 min fir), Adz) = 0,r € D. (4) 
首先 , 取 Y = 40} ,直接 从 4.2.3 EB. 

4.2.5 Eit — € A dE c PRA RHR) HARK C 
Fnl3) 是 一 非 空 开 凸 锥 . AT EAM) Hii. A 0 26 
(p.p) ERX Z^ fh pf) 十 BRE 天 ， 

对 于 问题 (3) 有 如 下 较 强 的 结论 . 

4.2.6 定理 — EK CC FoGO d& - AES 7E PUE x e e] LCS 的 
mB RAR. SO Yi ARG gE CRA) tK, =Y, ME 
Ox (ADE RX QEPE + AACE K'. 

WEO MYL AONB EE 4.2.3 HE. F RAD 
满足 . QO RHE 4.2.3 — FÉ, Rf OG 0. Ka = FT), K, = 
天 ,天 :一 4 天 9 则 天 天 :是 非 空 开 凸 锥 :条件 (ii) FE K, dE S 
DHK, C Kel), K; 一 一 A’Q(4.1.2). A 

Ko N Ki N KC EKT) N Foa) N Kela) 
C F,GO N KuG@) =O, 
BR 4.2.2 OA Quos uu) € KJ x Kp X KI unti dus m 
0. Yt a, =— PI GO,p € Raye, =~ A" 4,34€ Q, UGD HO, 
BÁO + AC A=— uy — u; = uw, € KY —K' [ 

RF o 4.2.6 ORE Gi) 可 参考 [128， 14]. Fi ROO CES 
Pit C), TEJG BR E s [E] FR CIS OY. 128 DRE OG 66 (C f 
[6 BE ET — 38 99 3C UC TE I fb. 

fe] SL C1) v] det S8 Rl, — 1-38 — REC RR e] E 

min fir), zE Mj, j-—]1,2,-,n. (5) 
ER D= MG = Ma H = M, 则 从 问题 5) 得 出 (1). 关于 问题 
《950 有 以 下 著名 结果 . 
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4. 2. 7 Dubovickii-Miljutin xE SÉ (19650. RM; CX, TEM 
5 O0 MK, = F,GYK; = FM 2) <j <n), K, = K(M,, 
x)dBDE KOS pj Qa) ES. 

G) 车 下 是 问题 (5) 的 局 部 最 优 解 , 则 { SO jm n) A 
SOS, 

GD BIK 20; t n) A SOS.M, dh, 

NAM [Y N M- N M, se C. 

f PERS B® usc, Wl x d lC 的 最 优 解 . 

证 CO 直接 从 £2.15 1.2.2 eM. 

(i) Xp TARR R r Mi f(z) <f@RerENn.s 
a, = fnb rest > 0 RACs, Sa, —7, A Vt € COLD te, 
— Ürckizrs€ N A oz. ENIK, Af Jg usc, e — z, af 
GRE RB +2 Bad f+ «fO. 由 上 严格 氢 凸 得 出 

FC + tz) < ACEO t zm). 

因此 z. € Kw Jm VK, 天 OE SS UC; } Og SOS FR, C 

4.2.7 是 人 年代 寻 求 统一 的 最 优 性 条 件 的 种 种 努力 中 最 典型 
的 结集 , 它 可 看 作 经 典 的 Lagrange 乘 子 定理 的 抽象 形式 :天 ) 为 
SOS 意味 着 有 0 关 (Gp € I [Kr 使 > wu 一 0." 了 lu 一 0” Te 
作 抽 象 的 "Euler-Lagrange 方程 ”, 而 a 似乎 是 抽象 的 Lagrange Æ 
F 不 过 ,4. 2.7 的 有 效应 用 有 赖 于 方程 > yw 一 0 的 具体 化 .4.2.3 
一 4.2.6 正 提供 了 某 种 具体 化 . 

参考 文献 (11.12,61,93,125, 128.131.182.149, 203, 223, 
238]. 


def 


$4.3 Kuhn-Tucker 条 件 


本 节 考 虚 最 优化 问题 
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min flr) gir) <& 0,hCr) = 0. (1> 

B zcM-—G[)H.LG,A ug) =J Hàg + gh. BE Sigh EX 
GEE 

4.3. 13E X. BREA DMECQX ZEB LEA, m —0, 
则 说 问题 41) 在 点 工 满 足 Kuhn-Tucker 3k fb. EXER x OO OD 的 
Kuhn-Tucker 点 , £t A, z 9 Kuhn-Tucker 3E T- (4) BR ROW K-T% 
fF. K-T 点 与 K-T T). 

形式 上 ,4.3,1 并 未 涉及 二 是 否 为 最 优 解 .从 Kuhn,Tucker 开 
始 的 一 系列 研究 致力 于 加 于 约束 的 一 定 条 件 一 一 通常 称 为 约束 
品 性 —— 用 以 棵 证 局 部 最 优点 是 K-T 点. 

首先 注意 , 若 依 4. 2. 3 得 出 上 .(Z,B,4,F) —0 H 2260, A/p, 
VAP 就 是 K-T 乘 子 , 据 此 可 证 ， 

4.3.2 3838 — EY LS OO. h dex SUE C 映射 ,RS) — Z. 
Xxx ede BLCIO 的 局 部 最 优点 , 则 以 下 每 个 条 件 荀 池 工 为 区-T 点 : 

(5S (A,B): 天 -> 了 YX Z 是 满 射 ; 

Gi) N(B) f) A (Y? + Rg z (5j 

Gi g A + (i (D VA € YiiAg HADA) = Bx —- 6, 
H Jtg) EACE) = O, 

证 B 42.34 055 DAM ER, XOX Z' L Ep1, 
8) =0. 2 P0, 0525 Gz) € NOUS’). AE AS OCIO SE E 
€ NCE), 5 ROB) = Z ED. E S EGO 满足 , 则 NGS) = 
RGS)+= (00, 3X 5 Quz) 6 0 FS. 若 条 件 (ii) 满足 , 则 3: E 
NOD;Az € Y+ RgGO, 于 是 

0— (A'A + B'g,x) = (A, Ago <0, 

GH OF BRAG ES S z= 2: — T ij Bz 一 0， 

(ag! CE). — x) = (A Aug) = (AT À Bp = 0, 
于 是 由 Ag 伪 凸 推出 0 二 QOgC <A g(F)) «0. RII. d 
4^ P Oi xd KT 点 . [] 

4.3.3 Æi PY = RATE AGE CI 映射 ,RC(B) = Z, 

+ 90 + 


LIE ACE ON PEE US EDD inb IY T A K-T A, 

G) (A,B): X — R! x 7 为 满 射 ， 

Gi) NB) f) Aj! RS! xe Qs 

Gi gm ox fr GE g Hm. € Dibi) = Bx — b, 
Já: gk) KOR) = 0. 

证 Ue Ne Mus zd. t] 

注 SY — RU rOy K-T SORORE 23,2 0€ € DBE 
z’, ER 

PG) 2M. (X) 十 B'à- Q0. 


# Wi Z— RA 4. 3. 3 中 条 件 (D 等 价 于 ig GO M iO ri P, 
las p} 线性 无 关 . 

得 出 民 -T 点 的 另 一 途径 楚 和 于 以 下 事实 : 开 是 问题 (1) 的 K-T 
HedJdaecQxZ.-—fU) m= A+ B'ES FITE 
A‘'Q+ RB"). BK SAK CX WEB 

KN FA — (Qj, —-K' CA'Q4+ R(IB* 5, (2) 
H rad; K-T A. BP) ER, FHA CRP OG) 
0; 从 而 2 EK NFA) SK ON FG) =O FR. dX; x OO 
Ry PRR A KO Fe) = 00.2. 0 ; Gk EERE 
下 有 一 KE) = AQ + ROB‘ )(4.1.1). BR K = KuGo 是 
一 种 可 考虑 的 选择 . 从 以 上 分 析 引 出 : 

4.3.4 定理 ” 设 是 问题 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 以 下 每 个 条 
Rs X K-T A, 

G — KyG) = NOD (01 AY NR ,AQ RGB] )) B7 
闭 ; 

GD g,h € C.CA,B): XY X Z RISBILK, AB AQ -+ 
R(B*) R Fl; 

Git) Kul) = NCB) N ATK, K, S ROB) ARCA) + K, = 
Y HN) + A^'K, = X, 


"Il" 


E 4.1.1 GD ZzüEXÉs E HS AITQT ROT 
同时 CNCB) [] A XY (1Q* 0) C A*Q E ROB) maxi 
一 KT) = AQ R(B"). 
Gi) 直接 出 4.1. 16048 48. 
Gi 在 所 给 条 件 下 相继 应 用 3.1.8.1. 1.8 5 3.1. 2 48 
一 K&G)- (NCB) N A '- KDY 
= NGD1— (ATK 
= R(B') —A'K; 
— A'Q 4- RB"), NE 
注 与 4.3.2 比 较 ,4.3.4 的 优点 是 其 中 来 假定 YY 天 他. 
4.3.4 的 缺点 是 其 中 出 现 不 易 确 定 的 天 wzF). 不 过 ,4. 3.4 中 的 条 
件 
— Ku = NOD MN A" NR) 


与 Kyu) = NOD N A'K, 
可 分 别 改 成 

NOD f) A XY NARON AEG) = ZB 
5 N(B) N AUK, N F,CO = A. 


4.3.5 推 论 BY = R", 是 问题 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 以 下 
TE^ PAAR OS K-T A: 

GQ) NOD N AUREL) FD = ØA R, + ROB) 887 dH 
(34 dim X « oo BJ e E ER ED; 

Gi) NOD Q ATREA FO = ORB) ARCA) 十 有 一 
R',NCGB) + Ay Ri = X. 

现在 将 以 上 结果 用 到 问题 (1) 的 特 款 

min fix), gir) x; 0 (33 
与 min f(r), h(x) = 0. (D 
HANITA TEG SOOM K-T R43 xw COG)I€--AQ 
与 六 (3) © ROB’). B 43.2 ~ 4.3.5 HEM: 
* Ope 


4.3.6 推论 设 工 是 问题 (3) 的 局 部 最 优 解 , 则 以 下 每 个 条 
fF ZA x K-T A. 

Gi) Y2z QRCOA) =Y; 

GD ATHY? + Rg GOD s ©; 

Gil) g X » frudragCP) <0; 

üv) ATOY (1Q (1 FH = A,A a i 

(v)g ECR) +t K, =Y; 

(vi) Y = R", RLA) = Ri, 

(wil) Y = R", Ap RI 4A; 

(vii) Y = R", AP RLN Fz) = (7 

需要 说 有 明 的 只 有 (ftv). BA). 由 4.1.2008 
A K,O KGAA KO = AQ. FEEK SAUK, MERE 
DNR B = 0). 

4.3.7 推论 TEIE) HRS. UTETE 
FAATA KT A: 

GA € C'uRGD) = Z4 

GD NCB) N FG) = ARO) HE. 

以 了 结论 的 直接 证 明 亦 很 简单 . 例如 , 车 条 件 (ii) 满足 ,而 
ff) € ROB’) SUR ROT) = NCB) (OG. 1.8 4E z € NCB): 
GOD.) «O0, TEE € NOD) FD, 得 出 矛盾 . 

BH ww. [61.93.128,146,150.203, 238]. 


$4.4 ”基于 择 一 定理 的 最 优 性 条 件 


为 导出 问题 
min f(r) g(r) x; 0,h(x)—0,r€ Di CL) 
min r) glr) s 0,ACr) = Ù; €2 
及 min f(x),gG <0 (3) 
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的 最 做 性 条 件 , 一 个 基本 的 方法 是 运用 适当 的 择 一 定理 . 以 下 总 设 
于 是 所 考虑 问题 的 可 行 点 ,了 (Cx) =f) — fFGO. fg. AED. 

为 选用 适当 的 择 一 定理 ,首先 注意 到 以 下 基本 事实 ;去 是 (1) 
ce 3) 的 最 优 解 分 别 意 味 善 以 下 问题 无 解 : 


Jr € DFT) < 0,gG) SOA) = 0; E» 
qx € HJ) « 0,g(éx) & 0i (5) 
4r EX (x) « 0,gtx) 0. (6) 
这 就 自然 联系 到 备 择 的 命题 : 
3G.23,;0 € CRY YIX ZOMO}: 
(of 十 Ag + hD) 220; (4^) 
JAE VL: + ADHD Z0 (5) 
JAE YiiAÀgzo (8) 


E GD AR AGD LEO pàu) = pf + Ag+ ph. M pf GO < 
LD, PA D 0  À(g GO < OG À € Q, 
Of) = L.p, Ap = min LOD.p,À, i2. 
FE 4D AM LpA m € (DD — $)' 0.6.32. 3x S (8 SJ 
4.4.13EX8 — 设 工 是 问题 (1) HBR. 若 命 题 (4) 与 (4') 两 
fÉ— H DA MAO CAD ECRLX Ox ZH 
LF BAF) € (D— x). 
4. 4. 1 8[ 4 (E A “Fritz John 型 定理 ”而 与 4. 2.3 xf BE. 为 将 
1. 4. 1 "PUT E — PES FE" RAE, HI FH 3T Motzkin 型 定理 , 例 
n 3. 4. 2 He 3. 6. 8. 
FAG) ARAM AE QA 
ICH) = (f + Ag) = min Cf + Ag) GD. 
BAM Pz) + AA CH — 2). BES SR, 
4.4.20 YL AR CE EVA GO = Br—b.R(BA: 
Ugo ER H =h 0) 上 为 RyXY -次 类 瑟 , 或 为 x BA 
*]scigz € HORNO). gU «0. 若 玉 是 问题 (2) 的 最 优 解 , 则 
zdEK-T m. 
« O4 - 


证 ”在 定理 条 件 下 ,(7,g) 2NEHLEÀSROXY, 3p 
或 为 «WA #1lsc, 于 是 由 定理 条 忻 反 3.6.6 推出 命 古 (5') 有 解 
.前 面 已 指出 XE QS HATE (一 和 因 百 一 王 一 
N(B),N(CB)+= ROG )0.1. 0, 8& — P (3) € A'Q 4- ROB’), 
Big cd K-T 点. [] 

HZ — (0) M 4.4.2 得 到 如 下 推论 . 

44.3 推论 GY: A BMH Se) WRX YL -次 类 
AiE XY NOg GD «0. Æ TEREG) HBR. T 
是 长 -下 点， 

下 面 转向 考虑 局 部 最 优 性 条 件 ,为 此 需要 用 到 切 锥 及 一 定 的 
线性 择 一 定理 . 为 简单 起 见 , 仅 考虑 问题 (2), (3). HF Few 
(22 (或 (3)) 的 局 部 最 优 解 , 则 FE N Kl) = QM — Gf 
HORM —G). 3 NOD[1A"K,C Ky AK, C KoG)), 
W FK. = Aim 

jx € NOD" GG), « 0, Ar € K, (7) 
或 dx € XPT) TOATEK, (8) 
无 解 . 据 此 可 以 建立 ， 

4.4.4 定理 WK, RO) AWK QAR’ Eric 
N(B): (QMO AS) « 0. 3$ Z REIR E Q2) 的 局 部 最 优 解 ,N(B) N 
AUK, C Kul) M z E K-T. 

证 由 定 还 条 件 推出 (7) EK, BOR. 于 是 由 3.5.7 有 
A€—R; SQF EHAE NB) =R), ARZ RK-T 

. g 

1.4. A Ej 4. 3. Adii 对 了 照 .4.4.4 中 关键 性 的 条 件 是 NO 
FA CK, C Ky). 4 gh COCA, B): X—>Y x ZAAR 
此 条 件 满足 (参看 4. 1.1). 若 了 一 R", 则 和 = Ri ,Q 有 紧 凸 基 是 不 
成 问题 的 . 

A Z= {0} 从 4.4.4 得 到 ， 

4.4.5 HE RK, MATK COCKER EARE 

* 05. 


Er € X. EQQNO)L, A) « 0. 车 二 是 问题 (3) 的 局 部 最 优 解 , 则 
r4 K-T A. 

注 由 4.1.2, 24 g € CIRCA) + K, =s YNA K,T 
K,G). 

降低 可 微 性 条 件 , 可 建立 以 下 定理 . 

4.4.6 定理 BDA Z0. TCD-—EIBD./fG. 
5 D, gx) READ, fH, 2,D4 ge. 0 4E D — y EN 
Rx Y, -次 类 凸 示 是 问题 

min f(D,girzo0.rcD 

的 局 部 最 优 解 , 则 有 0 25 (0,20 ER XYL, (i8 

aD, Fr) + AD, gr) > Åga), x € D-—z. (9) 
X D—XHBUD,./G,-) 58D, eC, +) 是 线性 的 , 则 14 E QO, 

BD, /G,r)d4 AD, g(zf.r)-—0,r€ X. 
证 T ERRIRE D OT RMA: 
jx € D — ziD, f(x,x) «C O0,D, gc) + gn) « 9. 
(10) 
事实 上 ,车 工 是 式 (10) RY 1 — 0 充分 小 时 ， 
tÜOAgO.gx) 4gGOX0, 

Bite teed Sl — Dg OF rte E D, FR Cour 
=: SCE) ,这 推出 D+ fO) 0, BMF. SCHLIH 3.2.2 得 出 定 
理 结论 ， U] 

4. 4. 6 ÉL 85, Th. 4.1] 59[ 104, Th. 4. 1] 的 一 个 改进 . 关于 类 
似 于 4.4.5 的 结果 还 可 参看 [104,Th. 5.2]. 


34.5 充分 条 件 
考虑 最 优化 问题 
min firi gir) € O,hCr) = 0,x € D, (1) 


*065* 


RZEM=DOYGCNA.LGAMERXQX 7" 满足 
LZP AÐ = PT + A*A+ B' Eg — D. (2) 
EPR ox AMAR MRE RH, PERFOR fre, 
太 或 其 组 合 ) HRP AH. SAEZ) 一 起 合 称 为 "John 充分 条 
HE” P= 1 时 称 为 “Kuhn-Tucker 充分 条 件 ” ULT d gli E: M 
x X! —R5y::M— X R50. A — ir o ARR E E FG, 
JE 是 次 线性 的 (参看 1. 5. 5)， 
4. 5.1 定理 GAR ECRLXQX 2° 满足 (2), 则 以 下 每 
个 条 件 推出 到 为 问题 (1) 的 严格 最 优 解 : 
a) LC Br, go TE X RF MACK r)- Petr m; 
Gi) Of 5g Àg + ph Z- ETAT MAP or) Fm 5 
TAE- Hide t r BO; 
Gi) gf.Ag.ph Z- ETAT MBP O- PRD BD 
BIA CE )- W SCF r- He te r O 
BREA bh RAE BS CF ,x)-" Be a”, WO EEE ARR OL 
证 ARR Pf Ag nh EIRT MAB ACP Y)- 严格 擅 上 四、 
CF rn )- aS 607) - ey, RS ESL ER EDS DE. Ex AE 
f& E [UAR A x € MESJ) x FOOD. fle) s p/Go. 
TERR OS ET A Yr) Fino 
F(x,gi)--r|r —xi <a. 
Hwt igir) 和 0 一 本人 及 要 的 (Er)- 氢 西 性 有 
Fir A D + rjr= zigo. 
I 38 F(z, Bw + |e — ilgo. 
综合 以 上 三 式 及 (2) 得 
O= Flr, PT + A*A+ BB) 
FOTO) + FG, AAD + FOGO.B! go) 
<- Gtr trD)|,- zt<o, 
f8 ii P RS. Ci 
4. 5.1 综合 并 推广 了 [5,6,83,120,171] 中 的 一 些 结 果 . 
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E Yre MNI) Sg) og Gur—i«0.ig 
在 元 关于 型 ABA. 当 Y SRN RO. 

4.5.2 定理 设 (2) IER BO (AZ ERLKQXZ' 5S 
dr MORD RA cg AA TKIFM SHES eG 
= 0. M r BID) 的 最 优 解 [严格 最 优 解 j 

证 ”车 结论 不 真 , 则 x € MENIG < [f(z) s 
了 从 而 Tz 之 0,z 一 之 一 元 .其 次 ,由 gz SO = ga 及 8 强 
aha Az <0; Be KO 于 是 

0 = (9T + AtA+ B pa) 
-—Gp,ÀA,Z), (Tr, Az, Bz)) < 0, 
得 出 矛盾 . 器 

V FE D= X, LOA = f + àg t ph. AE 4.5. 的 方法 
容易 证 明 ， 

4.5.3 定理 设 工 是 问题 C1) M K-T AAA K-T RF. 则 
以 下 每 个 条 件 推 出 为 问题 (1) A: 

O LOAD ERT MWC) thr DS 0; 

Gi) f 5 Ag+ fhe z XT MARWAN) fS SCIO 
hor + r Se 0; 

Gii) fag 5 pA dE x XT M £r BID CF r- B OP or) dU 
BO Ie WP ar bn dr". 

4.5.3 综 合并 推广 了 [8,83,120] 中 的 一 些 结果 . 

AAS. SHEE fide 5 ph dg x XT M CS e mL m d 
C1) 的 最 优 解 . 令 p= fag gh): X > R, W Ag. Bh dE x XT 
M Ay- te sor 

Yr € M.J) € Xid GogGD Kpa) — AH). D 
由 3.3. 5. AR CF GO SEU ET. Vic € M. UFR: 
Je € Rii;gdG)'a-— 0, 4a, 9D 一 gr)? = 1. (4) 
D a= ila), 可 将 (4) 中 的 方程 写成 ， 
«OR s+ 


mf OG) 十 eAA+ B'AS 0, 
lato — f] + eA ga =— IL 
于 是 得 到 : 
4. 5.4 推 论 车 YzE 对 ,方程 组 (5) 不 存在 解 和 六 001 所 :所 
3), 则 三 是 问题 (1) 的 最 优 解 . 
[83] 研究 了 以 下 例子 
min f(r,2;2, gn) SO, (6) 
Rep f= x,— sin reg = (p: R*-—R, 
gı sin x, — Å sin £z, 
g: = 2 sin x, + Tsin x, + x, — 6, 
Ba 2x, + T) — 3, 
ga = ACE + ep — 9, 
g; =— sin x, 
Ei — — sin Try。 
HRH T= (O,aresin (6/72) A K-T 点 ,相应 的 K-T REA 
A= (0,1/7,0,0,10/7,0). 
KS) 的 第 一 个 方程 得 出 a =a; 代入 第 二 个 方程 得 
Ba {tri 一 sin g) =— 7, 
任何 a 之 0 不 满足 以 上 方程 . 因此 ,由 4.5.4 知 了 是 (6) 的 最 优 解 . 
实际 上 , 取 ? 一 (sin zs Csin z; —60/ 13», TRS (RE 
6) fr z ES YA. 
下 而 考虑 的 一 类 充分 条 件 不 明显 水 及 K-T ET. 
4.5.5 定理 it dim X < 一 ce 以 下 条 件 之 一 满足 : 
G) — FE € AQ RUBS; 
Gi) K, HAE, (NCB) f] ATK, ND > 0. 
Waes > 0, Vr € MO BG f GO > fF) 9 elx — zl. 
Mr ERAO) 的 严格 局 部 最 优 解 . 
证 ” 设 定 理 结论 不 成 立 ; 则 Yn 宇 1, Jr, € MI BC,1/n); 
9 = 


f(r) « SE) nx, — Fi. RE GE la, — x| 02 0. Sz = 
(x, — X)/t, W| x, = F4+ t2,.12,[ = 1. WE Ez, ez ox 
O(dim X < co 用 于 此 1). B 
fG,) 一 fO) = tf CB) zn) + o0,) « t/n 
推出 CI OD. lO. H 
0 ze (Quer) — gU) = (QA, + oC. )) 
推出 CQ, Az) SO; RMA Be = 0. TR 
(A'Q + R(B"),z) = (Q.Az) + (Z° Be) x 0, 
因此 —2€ (A°Q+ ROB)”. BRE 满足 , 则 用 1. 4. 200 得 
GP" GO ,2) > Ow a. 车 条 件 GO 满足 , 则 天 ZENOGD f 
AUK, fe X HM BG, CP @) KO}? > 0, FE PO) € 
int K"(1.4.40; 再 结合 1. 4.7:3.1.2 得 
— FO») €— [NB CA KY 
=(R(B‘) — A'K] FY 
ORG) + AQP. 

3X 3 HR AR PE CO 8 E, BORER RT IC AAT RE. L 

4.5.5 HEF T[150,Th. 5. 1]. 注意 4. 5. 5 中 的 条 件 dim X < 
co 是 重要 的 ,试看 以 下 反例 . 

4.5.6 例 ([150]) BX =Y=f,Y,={@,) E Pirn 2 
QC 21i fC) = (2,22 — |x|*.a = X0, ,gCGO =— x. HB 

min fir), gtr) <0. (7) 

È z= 0,0 f E) =a,A= g'i E) ——I.gO-—0.K,—Y., 
ACK, SY G'E) (A UK O\M0}) = GY, \{0)) > 0, 这 表明 
4.5.5 之 条 件 0i) 满足 .但 三 一 0 不 是 问题 7》 的 局 部 最 优 解 ; 令 
xU = (9.,9,0,2/n,0,7), Bc’? — 01 > co), g Gr?) xt 0, 
Sa) = — 2/0? « fo)! 

ATHERE AX ERMAR, S : 

45.7 定义 RTIEDCXKCX ERTE. 若 存 在 映射 
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p: D K, Ei eG = r—rdo(bz—zDose DN» K E 
= dX D. 
4.5.8 定理 fe.) GEEK CX IE BE M, CD 38— 
0,Vz € KG CE) 2) Sale|. WM 4.5.5 的 结论 成 立 ， 
证 Re: M~K, (he pe) = r olle — rlre 
M), R o E MB r—rTB.4 
JG) — = (P Ee — x) olje F) 
= (F par) + alle l) 
=> Piger) | + eor — z|) 
= Bla — 7| +al|r — F|) 
= (B/2)|24— F|, 
这 表明 4.5.5 的 结论 成 立 . C] 
4.5.8 HT [150, Th. 5. 3]. 注意 4. 5. 8 SE o te EAE K 的 
fa FJ. Aid K fex GBOR M" xx — RUE (EI K EXIGERE Hh 
4.1. 1 EL IB TR K = NCB) (N A^K,. 
4.5.9 命题 ”以 下 每 个 条 件 推出 天 一 N(B) 门 4 K, 4 EB 
近 M. 
(D) RCA,B) --K,X0—Y XZ; 
(i) dim X « co H K, Hj. 
证 AFRO 的 证 明 参 看 [150,Th.4.2]. 下 面 设 条 件 (ii) 
满足 . MRP re eC MLR or) CK, 使 
(eG — G— x)| = dlr ~ z,K(] BC0,2]z — $0). (8) 
Fa) — Gr — x) Sol lx — Z|). WA e Oso, € M, x, =, tE 
得 [eir — (2, — x)|] > ela, — x]. 4 t = |n, — x|,z, = Cr, 
— xt. AR 2, :20,B z € Ku CKO.1.D. Binz € K, 
[izl = £5, «2t, —2|x, — x| 及 (8) 推 出 
ge, eG) — (x, — x)| 
S hr, F s| —i£|z.— 2], 
这 与 >, 2 PB. A K ETA M. 口 
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下 面 的 结果 使 得 有 可 能 减弱 4.5. 8 中 的 条 件 (ii)， 

4.5.10 命题 — SEEK C XB D, 4.5.8 中 的 条 件 
(i) up (CULA ft P CO KNO > 0. 

证 4.5.8 'PAR FE GD REEL BS Ve dl dr EK: 
G'ODO. x tn, 设 x, = tz.z, € D, WE CP CO, < 
|z, | /n. Sid z,— z € D. Bit (5) A ELEC GO SOS (AF 
CP GO,KNOD > 0 不 能 满足 . LJ 

结合 4.5.8 一 4.5.10 推 出 ,4.5.5 的 条 件 人 iiy 对 于 元 为 严格 局 
部 最 优 解 是 充分 的 ， 

参考 文献 :[5,6,8,83,84,120,149,150.165,171,183] 


3 4.6 非 光 滑 最 优 性 条 件 


本 节 对 问题 
min f(A) gir) S O,hCr) = 0,7 ED (1) 
EW 8 4.2~ $4.5 PRA Rd ICME. i eC M= DOG 
门 Hf uh dex AES Up. 

4.6.1 定理 EY —R'",K C F,CO R--3EZ JE SE IA dE x 
Spir Ay C! RH. ROB) AAR. 车 三 是 问题 (1) B0 69D E Oe UD 
025 (PÀ € RX REX Z^ A (GO (下 概 如 此 ) ,使 得 

paf Cz) 十 S Aag) + BOD Ko 9. (2) 

4 DABHD'-XQ,.WSÉRK-—F,;OD,K' 一 (个 一 了) ;着 +E€ 
D',K = FT), 则 (2) 成 为 

0€ paf C) + D Aae) + BE, (3) 

证 ER EGO 二 0( 否 则 以 gi RR). EY] Ug GOXCI 
Si Sm), R = ZOAK RAAR). G K, = iz: f Cr) 
«O0. K, = iz i g^G.z) CO Kun =K, K, = N(B) = Kp), 
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n =m t 2.810 € 3f GO) fU Ks HO. AIK, Je dE 7E HER. Ky 
=R.af(F)1.1.9.K:4 i xL 00 Bj. X x € XMF HOD, W 
Jir Ot, eee = E +e. fh f(r) Pe), TR 
JE + uz) ~ f) 

ty 
KG + tz) — fay) 


zx lim sup 一 5 -0, 


Mm: € OK AREI K CET. S G = g, ! (ROW C = N G, 
A, C- FGI. 1. 0. KK mi (17K, CA FG T) = F(T) 2. 5. 
20)). 于 是 


AKC FAB) f| Fe@ N FsCO N Ka GO 
fe 
C F(T) Q Kyl?) = e. 
H4.2.2.,8 04 (0€ LEK , 使 Sa = 0. ty = — P Hosti 
一 一 AusplA RO. € (GO © ag, GO Six<m) A= A), 
u,—— Be, RE Z* MNOS (B.A) E RX ROX Z'. 


f TD lim sup 


m 


Hapi 77 dts > ik; tt, 


r=1 


€ [paf x) 十 PIA GO + BRINK. 
XX Fe BOO SE. 其 余 结 论 是 明显 的 . O 
4. 6.1 可 看 作 4.2.4 的 一 个 非 光滑 推广 . 若 Z = RP 4.2.4 
有 如 下 更 完全 的 推广 . 
4.5.2 定理 IY = R",Z = R^D 为 闭 集 .车 二 是 问题 (1) 
OD Fe GB RE (C RE A > ORK OF (PA. ER, K R X R^, 
使 得 
0€ ALC, B.A.) + Ain C9). (D 
BFE D'WCOGO 成 为 
0€ 3 LO, PAB), (65) 
证 AGRI) = gE) 一 0. 取 充 分 小 的 es 0,4 f= 
，103 。 


fog = fog hT = (RX REX R’) [)5"*0* ip es 
位 球面 ). Yt = Coe € T, 定义 
Pela) = TD = Ler,t) + pes 
pEr) = max gu Go. BL ES BERE JR RT SA SERE Lip w. < 这 就 推出 
Lip pe « A, Ai Lip o « £. 
A x € DAt= Aw ET, A= A) u= Gu, 使 得 
gtx) = Pela) = pfr) 十 MAg GO 十 Suh). (6) 
ATER. ADRAC) Al +m + p IER. Ale 
E0 => fa) OA AOS gr) BO. > 
@ = ftigh se sath) (ft max{f ,0}), 
则 可 指明 
pir) = Gd, GG» = dil. 
t= r) |PC) | 由 二 唯一 确定 ， 
直接 看 出 aO) = es inf qx) +e ms = Je ,由 1.6.4 有 
z€ DART, vE), 使 得 
&GO = minl) + Y € [xz — al]. (7) 
Fle wear. Lip (at We fe |) 过 上 ,于 是 由 (7),2.2.9 
及 2.1,2 之 3 得 
0 C ket diu + EB", (8) 
其 中 B= BU CX G Re = p + dp, S, = LG + dp, 
R, = & T ido WLip Che — P) = Lip CR, — Ra) x; &|t— rl], F 
是 OR, (2) C Ral) + kli — riB. 2. 2000. 这 结合 2.2. 20D 
得 出 OR, Gr) = Rele) TEIR 2.4.1. x4 S S E Hie. AR = 
max R,,9R, = a5, , E 2.4.1 Ej 3X (D 0 € aS, Gn) + eB", 
1: 由 x 人 唯一 决定 . 
取 40,2 X22, BAGA n Me > r= DAME 
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T. 于 是 


0€ aS, Cz) + lt, — t+ V eR, 

这 结合 2.2.2018 0 € 35,02 , B IE HR (D. LI 

注 利用 2.3.3 从 式 C42 推 出 

0 € parte) 十 B, Ag OD + SOR) (7). + kad C2). 

5—4m.RDPhaBD'sz.14.6. 1 PRK = Foa), MK = 
(D — 3) —— GO CR . adp (#2. 1.2.2.5. 60 PER) 
推出 

0 € paf (x) + Slag.) 十 CBh) Gr). + Ry 8dp 2). 
PENA ESR TAH 4.6.1 5 4.6. 2 是 高 度 类 似 的 . 

现在 转向 推广 $4.3 中 的 结果 . 为 行文 方便 起 见 , 引 入 以 下 术 
语 ( 对 照 4. 3. 1). 

4.6.3 定 —ÉfÓfdOGgocQxZ,fkt8 


0 € 3E) + dg G0 + VOD (9) 
(FO g: = Àg.h,-— GA) RAY Y = R*,7 = R’ 时 有 
0 € af) + Saag) + S ah, (10) 


则 称 袜 为 问题 (1) A Yt K-T AR ER AS eR, RSE OP 
KTF. 

车 (3) 或 c5) WEA B2 0,98 WP X KT OS. Ait, 
SEG 4.6.1 5 4.6.2 可 建立 ， 

4.6.4 定理 设 € DD" 蚌 问题 (1) 的 局 部 最 优 解 ,7 =R", 
则 以 下 每 个 条 件 推出 却 是 (1) W K-T: 

(D Ade T BRAC MA, RO) =Z, ABE = © NCB), EE 
gi Cr.z) «CO (VLC D 

OD gitYi € D fe x XT M NF XI) = Br — b, 
R(B) =Z, H 34 € &À^ (02,0 C < 0, 

Gi) Z = R^3z € Xi. Gu «0 (Qi € DEG, +2) 一 
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OVa € Miu: 1557 S p) REL; 
()Z = R’, Yu, € 3g, (D Vv; € dh, G0 Gv tf ELL RJ 
pr 线性 无 关 . 
E BERG) ~ Gv) 之 一 满足 , 则 依 4.6.1 或 4.6.2 有 9 
Æ (PAR) E RX Rix 7" ,使 式 (3) RAO) RE. it p = 0, 则 
AE) #0, 
0€ Sagi CD) 十 dh D. d1) 
KBEO UE ME AL 0.89 AAO fX OD 有 B= O, 
ARF ROB) = Z. 设 < ndr 
(SAE) + B' gus) Ae 2 
« PAR GE) <0, 
RAB. EX Go E WPA ASO $t z—:— rJ Be 
=A) -AT SOY € Ld go co-gO»PRgZEÉSX 
于 M AV MSE gà OR) «0C68 2.20000 8E XL AE (E CO 必 
WE, ASR. ARO) RE, MPA ASO. 否则 五 关 
0, 让 (11) 有 0 € PES CO FAP RAG) 中 的 线性 无 关 假 
设 . = MARAE), DB 
(X Ag; Cr) + AMF), x) 
= PAGO), 2) + DIB ARE), 2) 
< SAKE. 2) S gU. = sgn) <0, 
亦 矛 盾 于 (11). 条 件 人 iv) 显然 与 人 1 不 相 容 . E 
4.6. 4 RTE 4.3.3 ARSC PET. 
为 推广 4. 3.4 EAFA 8 4.104), 05)). 
K = fe: d.C <0 (Fs) < OVA E Qon € Z^) 
(12) 
=U (3g, CO) + ME : AWE ax Z^ y. 3) 
+ 106 。 


BR, FEDA RKTT ARO -a@QVS+O. BFL TU 
建立 ， 

4.6528 RTE) HRRRKRE OR’ ADRK 
C Kyle), BO) WR K-T A. 

i Sz KE XK-T mg)-—afoco]e-o.ml113 
有 = € X Ei aftu) > (Oy). KR CP) «x 
OA POE. O0. € FRB 4.6.1 之 证 ); 3 —Jritiii 
BIN (Gu € Q X Z^ B Gg GO 22 SOA) 22 SOM 
EFICE.E)XLDO.É,CE.z)mLO.Xk HH sc C KC OK4G).(Bix 5 FG) 
N Kyl) = QG.2. DF fü. [.] 

iE — dE 4.1.6 BREE SR Ku CR, 4.6.5 中 的 条 
4K OC Kye) 相当 于 太一 Ku). 这 可 看 作 某 种 “约束 品 性 ” 

4665/8 AF HAA) 的 局 部 最 优 解 , 则 

a OTHE) s Qj. 

WW GOD TC 一 网 , 则 由 1 和 413.3 有 > 二 各 ,使 得 
Gf GOD) 22 «UPS CE 0. OE CIF 2) <0, 从 而 As) < 
0,z € F,GOT S G0 22 OAM z € Tu) C KíGOGER 
Py) BASE). 这 矛盾 于 FOOD) Ta) = (C). [] 

利用 4.6.6, BEBE UT 4.6.5 的 以 下 结果 . 

4.6.7 定理 若 子 是 问题 人 1) 的 局 部 最 优 艇 ,ww(z) CC (0 
RAIN 0 FERC HX K-T. 

注 在 4.1.6 的 条 件 下 ,46.7 中 的 条 件 NuCFl C o6 5 
Nul = 9 fl x. 

将 4. 6.5 与 4.6.7 应 用 到 问题 (1) 的 特 款 

min f(z), g(r) 0, (14) 

可 得 出 ( 亦 可 直接 证 明 )， 

4.6.8 定理 WY — ER", HEIL CLAD 的 局 部 最 优 解 . 则 以 下 
每 个 条 件 推出 未 是 (14) B9 7 LK-T 98 1G) OME SR, Og (2) 8^ 

fer 
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Heizeg Cr 2) LOCA € Dj C Kela) GO Noe) C d, 

it XP Yu € dg,Gilu i € I) RAK. 41. 8 ea. 
6. 8 PRG), GD 此 满足 ,因而 (14) HARRER TE A K-T 
点 .不 过 ,这 一 结论 已 包 售 在 4. 6.4 中 . 

s&4.4 中 的 结果 亦 有 相应 的 非 光滑 推广 . ROME EE 
为 

4.6.9 定 理 UE Yl gno BAS AC) = Br —5,C(f he 
# H =h (0) EX Ri Y,- KÆR ;或 为 « WAB x lsc; 存 
f£ r€ H KY NO gG) «0.2 x RIBEGOOIT D=X) 的 
f.m zE) AX K-T A. 

证 ”在 定理 条 件 下 ,如 同 4.4.2 zcüE. RT 5 13.6.6 18:18 A C 
Q, 使 得 

FO) = Uf + Àg) 2 = minC/ + ag) (Ff). 
H4.66 A806 Hf + Ag) G2 t No GO.IR H — NCR) | 了, 故 
Tu) = Ku GO = N(B) BS 2.5. 2090), 从 而 有 Nulz) 一 
— NCB)! = R(B'), 于 是 
0€ af + Àg) C7) + RGB? ) 
Caz) + gs) b ROB), 

HAA GEI X K-T 点 . [^ 

下 面 转 向 考 虚 充 分 条 件 . 首先 , ASO OR) IET 
(2. 2. B) ,可 建立 对 应 于 4.5.1 的 如 下 "John 充分 条 件 ”， 

4.6.10 定理 AD ER XX 满足 条 件 (5), 则 
以 下 每 个 条 件 推出 为 问题 (1) 的 严格 最 优 解 ; 

O LG ,2,2,2) 在 到 美 于 MM 为 广 半 (FF,7)- Pte e 0; 

GD Bf Bag + Bh Z,—dk x XT MN RE). ABS. 
另 - PADA, rO- Wor +r o 

GD PF Ag ph ZE x EFM HUL,- BRAG 
PE St BA AGr- Wa E r- Be pr o 
0. 
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EIH F 是 给 定 的 且 依 1. 5. 5、 

WE AR DS ERI MOST AE, ry- PH AY Ag dE xh 
SAAT XCF.UO-SAm SP AGE )- Hor te +e Sok 
余 情 况 娄 似 可 证 . zy ox PPR RAM x € MMS ES) 所 
FOOD. AT PS) SSG). FB DS EFI 3G )- Pi Dos 
有 


Vu € af,UD. FG. t+ ric— r| <0. (152 
其 次 ,由 AgG <0 = Ag(@) Bag ae MCF r- Ww 

Vv € daz), FCx,v) +r’ |x — 2] x0. (15) 
[7] 288 

Vw € diuo FG) + r'"Iz— | 0. (17) 


HE (5) & § 2.365), u € af CB) v € Ag (Fw € i CD fe + 
vt w= RKR aD anig 
0 = Fir, u + vp w) 
SFr, wz) + Fro) + FG qw) 
一 rr 二 rir 一 zz. 
FEFA. O 
类 伏地 ,可 建立 与 4.5.3 对 应 的 “ 玫 -T 充分 条 得”; 
4.6.11 定理 BUD € QX Z^ 满足 0€ ALE,AO, M 
以 下 每 个 条 件 推出 三 为 问题 (1) Bde CR. 
Ci) LCO,À,2) 在 子 处 关于 MAIN MCE or) Yr De 0: 
GD f 5 Ag + Bh FEF MEF M 23 ILI" AE, o- eg 
SLC wr) Wrot o6 
Ci) fdg 5 gh YE TARF M BIT ALE,- tee rn x 
(Fn GRE SET RCP r- iur dn pr" zm. 
BMT lE :135,39,89.93,96,97,106,108, 116,146, 152,179, 
2301. 
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BRE WAME 


与 出 一 全 最 优化 问题 
(Po; min f(r} =e, r € M, 
SBR «BBR. Blo = inf fAM) (这 与 (P) 是 否 有 解 无 关 ). 
对 惕 理论 的 目标 是 :给 出 某 种 系统 的 方法 ,用 以 对 每 个 给 定 的 原 问 
MiP), 能 构成 一 个 与 之 关联 的 对 惕 问题 
(P): max Foy) = PB ve N 

(Kp B = sup FONDO EIE — EA PF LAGE B x at* 弱 对 
te” ROE 862 BIBT RD ,或 4 二 BCS RHE”) ,或 更 强 的 对 偶 结 
C. 这 类 结论 使 得 对 问题 4P) SCP") 的 研究 能 够 互相 转化 ,从 而 
导向 求解 的 途径 , 例如 , 若 已 知 (P) SCP) 8S TS yHs— 
8B; 则 从 方程 SG = FG) TRY rOEÉ B RRB MD. 

AS PS A RM. 种 常用 的 方法 是 , 取 一 适当 的 
HERE Ly), 使 

f(r) = sup Lir, N), Fey) = inf LOM y). 

如 上 的 工 (x,y) 称 为 “抽象 Lagrange 函数 ”可 通过 不 同 途径 获得 
所 需 的 工 ,. 采 用 上 一 章 所 述 的 Lagrange MA E A La) dH. 

如 同上 一 章 一 样 , 对 于 标准 的 最 优化 问题 

min f(r) = a,g(x) X; 0, h(r) —O,r€ D, 

Abe ft 入 一 及 人 X—Y,A: X—Z.DC X,Y PHS HA 
ASHE Y. S AIMD(IGD)H.G—g7«Y ), H —h (0)5,Q 
= YiflígéiGoi 


fgg: Dx KR, S 
f(r) = sup glr, K), FO) = inf «D, y)i (1) 
a = inf f(D), B —sup FCK). (2) 
dn $3.5 中 已 提 及 的 .9 关联 着 一 对 极 值 问 题 ; 
(PO; min f(r) =e, z€ D, 
(P'); max Fiy) = B, y € K. 
称 gkr,y) 为 问题 <P) 的 (抽象 )l.agrange 88 Et LER IR BE (P 7o. 为 问 
ER (P) X T Lagrange 函数 9p 的 对 偶 问题 . 注意 问题 (P) 是 问题 
(P"} XT Lagrange 函数 一 8 的 对 偶 问 题 ,因此 可 以 说 ,问题 (P) 
A (P^) Hou Bm. 
问题 (P) S3 CP" ) ASS [S PE, BR B << o( BH 8 3.5); 强 对 
SC o = 8 则 并 非 总 能 成 立 , 使 a — B rr MO RUE SACR UE 
BRE a. 
A SISO CG 为 Pp 的 鞍点 意味 着 
PTK) 25,7) x 9(D,3). (3) 
AGRA eire EAGT. DP HET RODE y" RBK BE 
是 “装点 ”一 词 给 人 的 直观 印象 . 
5.1.1 命题 以 下 条 件 互相 等 价 ， 
G) Cr.) 是 8 的 鞍点 ， 
GD 三 与 3 分 别 为 问题 (PD 3 (P0 的 解 且 a = B, 
Gi fO) = FOGD0U e). 
证 明 是 平凡 的 ， 
注意 ,5. 1. 1 不 用 到 关于 gD,KK 的 任何 特殊 假定 ,因而 具有 高 
度 的 -- 般 性 . 5. 1.1 表 明 ,-- 旦 求 出 了 yg 的 鞍点 ,就 同时 求 昌 了 问题 
(P) CP") 的 解 . 不 过 ,鞍点 的 出 现 是 极 不 学 常 的 . 
结合 5.1.15 2.1.6 Å 1.6.3 直接 得 出 ;: 
“Ill” 


5.1.2 命题 iE DC X.K CY. 5 eC, 0 5 Bl gh 
ER 5 LER E. NW 是 史 的 鞍点 的 充 要 条 件 是 
jo € aq. y) + 395), 
lo € Al eG. 32] + Ae). 
A C- SUR 00,0 S eC FE NED 为 史 的 鞍点 的 充 要 
条 件 是 


(4) 


(2, (2 ,9).D — x) OS (gy) K — y. (5) 
Hz € D',y € R i] RR) 相当 于 
PLT, y) = Ü, ge, OY) = 0. (6) 


注意 ,条件 式 (5) 与 (6) 作为 鞍点 的 必要 条 件 无 需 关 于 ?的 凸 
性 假设 . RIERO 可 看 作 某 种 抽象 的 “ 玫 -T 条 件 ”, 在 某 些 具体 场 
合 它 实际 上 就 是 通常 的 长 -IT 条 件 ( 参 看 下 节 ). 

下 面 利 用 $3.5 的 结果 导出 蒜 点 存在 的 某 些 充分 条 件 . 如 在 
$3.5 中 已 提 到 的 , § 3.5 中 的 等 式 (3) 与 (4) 成 立 分 别 意味 着 问 
MCP) 有 有 和解 且 a 二 8 与 (P*) 有 解 且 a 二 .因此 ,$3.5 之 式 (3), 式 
CD 同时 成 立 己 问题 (P) SCP) 均 有 解 且 6 一 有 二 ?有 鞍点 (5， 
1.1). 于 是 ,组 合 3.5.8 一 3.5.10 的 条 件 , 可 得 2 有 鞍点 的 一 系列 
充分 条 件 ,其 主要 者 列举 如 下 《沿用 $ 3. 5 的 记号 ). 

5.1.3 定理 UP RSA PARA. 

(i) P.K Jy Hausdorff 23 fà] o WE Bk Boe e St fefe o C D, 
wo C Ko x a.d! > 8, ff Die ,o') 5 Klo) 为 紧 集 . 

Ci) D,K 为 紧 Hausdortf 空间 ,yp Xr RAC BR A OK ik £e. 

(i) X,Y A LCS,DC X SKCY AR. pgg. 

Gv) X,Y ABR B-58E,DC X SK CY Big RERA 
at 2 wise WM y A wuse, JA € Fie Es SJ acy) = 


NMeG)-1.H 


lim inf cA gir. 2» = ff, (7) 
TED ia|- 
lim sup (ps9 + y)? < a, (8) 
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By Rl — 4& dit 98 [E E P8 A 89 OR AE 5. 1. 3 PO AE PE. 例如 ， 
spk” UAR y ER” Ezp R” “DAK SA” RM 
"D Ej K GH"; 条 件 式 (7) 与 式 (8) 可 分 别 换 成 ， 

FAC Fi; lim (A, gir, ) = s; 


Fee Ei: lim ($C) —— o. 
后 首义 可 以 换 成 更 简单 的 条 件 : 
dE Ki; lm gr,y) = %; (9) 
re D. [al wre 
34€ D; lim Fi,y) =— oo. (10) 


EK lylo 


于 是 由 5.1.3 得 出 ; 

5.1.4 推论 B X.Y 为 自 反 B- SADCX SK CY Wn 
4i o HF ESE AS Bm, ERAO 与 式 (10) EE, PAR. 

这 一 结果 在 [238] 中 (参看 [238,Th. 9A) 是 从 完全 不 同 的 
另 一 途径 得 到 的 , 它 不 过 是 5.1.3 的 一 种 很 特殊 的 情况 . 

515 E4 BAGWECDX Kc Some 

PIER) xg. y) +, (11) 

MRK (三 ,3) 为 的 e- 鞍点 . 

直接 从 式 (11) 推 出 

e sup gCr, K) zin e(D,y) ete 
KT y —e xa DE: eG. T 2s, 

了 可见 a,B Æ co. Aiea = B Et oo € Ve > 0,9 A & RA. TE 
意 ”0- 鞍点 ”就 是 鞍点 . 

关于 <- 鞍点 有 类 和 似 于 5.1.3 的 以 下 结果 . 

5.1.6 定理 设 e 有 限 习 全 0. 假 定 :0iy xp ILE Im mix 
v REU; GD 存在 x E (a 一 ,0) 与 六 的 0- IRV EN. OV f] 
CN, # § 3.5099), FRCP) RCP) EE RTE TUB Y € 
KEG.) Ae e- BA. ECO) DR SES. Gii 
36 T 0.Vr € (a— 8,0], FE F W o- PV i N, OV BR is) 
D 3 Hausdorff 4 Hp XE x A lsc; dw C K, >a, ff Diw,o) 为 

* li3* 


紧 集 ;(Y) XAAR R, DOXA. pI eA wise gA E Fi, 
使 > AQ) = 1.8 
lim inf (A pir 2) > a. (32) 


r&D.iri-ce 
证 因 r 十 一 a 人 0, 故 由 3.5.6 有 了 E 天 ,使 得 
rA p,p +r+e—a 
iy ECP) 的 解 , 则 & = sup eG. K). 以 此 代 人 上面 的 不 等 式 得 出 
KAD BCE.) 是 ?的 < ERR. 
Vnlg r, € DE fO en! Bl gr, D ead 
a) REG) 满足 , 则 充分 大 时 


L = (ery) lit 01€ NV. 


n 
这 推出 0E NBA TE OD, eC. KO S; a, AT a = sup plz, 
K) BD z SE RRCP) 的 解 .可 见 Gi Cii). 

由 3.5. 3 Al (v2 Gi), (WG). 于 是 定理 得 证 . L| 

如 网 在 5. 1. 3 中 一 样 ,条 件 (12) TRAE TEL RECO). 

tj 5.1.6 对 得 的 结 江 可 直接 写 出 如 下 ， 

5.1.7 定理 PAR. > ORE.) ott c RSM y 
LFM: GD 存在 > € BP d- 6) 5 E ff 0- ABE ULE M, QU 
HM. f& 83.5000 ELLE CP 2 有 解 . 则 对 (P") 的 任何 解 了 ,有 
- € D, zy) X e d e- BR. KEG 可 代 以 如 下 条 件 之 - : 
(Gu) 387 0.Vr € [8,8 4- 0. EXE E f 0. SEBEU, EM. OU X 
闭 集 ; (iv) K Æ Hausdorff 2: Ej, Xj y JJ usc;de C D,a « ffi 
Kioo) ROO Y RAR B- "SIBI.K CY HA.p xf y Pg wuse, fF 
Ep E ELED ee) 一 1, 且 


lim sup (p, C« y? « B. O32 
其 中 条 和 侍 式 (13? 可 代 以 条 件 式 (10). 
15 35 35 08 1 [93,104,113,192,238]. 
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$5.2 Lagrange 对 侦 


今 将 上 节 结 论 用 于 向 题 
min f(r) =a, gir) <0, h(r)—0, XxED. (1) 
Lagrange BA LCr,A,40 = f Gr) + Ag GO) + ph Geo Hie S 5. 1 7 
的 play) 的 作用 . 
$M-—DÍIG() H. BsciBitn kie. 
fH 1.4.2 CO 易 得 sup LGr,Y 3,2" ) = FG + ulr), A 


此 
inf sup 大人 Try = inf fir) = a. 
ren rM 

A UL fe BET. LO. 2.20 nDBEIEH COLO B 3 (8 (81 SR A 


max inf L(D,A, p) = BCA, © Yx Z^. (1°) 
PR fA) C1") A) Lagrange X44. E E C1 ) 的 约束 比较 简单 ， 
H tr pé inf L0D,A, 4) 则 未 必 如 此 ， 
29 4 X LAO) 十 OCH) = inf LD, A,m, 这 相当 于 
(f(z) = min LCD,À,z2, 
lag» — 0.,G. AI €MxYLIxZ. 
结 会 以 上 结论 与 5. 1.1 得 出 : 
5.2.1 定理 @iAweMxKYLKZ:. 
G) Cr,A,20 È LARA OF 5 S0 分 别 为 问题 (1) 50D 
WRAa= BO KKRACD) 成 立 . 
GD ÆA D E LERS D fig. hee nr Og Lg 
LAT DD — T) £0 Ag. (3) 
Abs T € OD OBpr K-T A. 
Gi) 落地 是 问题 (1) BS K-T AA K-T ELLO ALD 在 
TRF Dn... LA. 


(2) 


«lis: 


WE O 直接 从 5.1.1 48 18. 利用 1.6.3 从 式 (2) 推出 式 43)， 
ft Gil) 的 条 件 下 RGO DURER GRRE 1. 6.3, 从 式 (3) 
推出 式 (2), 故 (元 ,4, 产 ) 是 鞍点 . |] 

5.2.1 8 5& $4.3 pA ROSE RR. 2E 5.2.1 中 ,鞍点 条 件 似 乎 起 
了 “约束 品 性 ”的 作用 . 

5. 2.2 定理 DARA MD EMMYLX Z fegh ET 
邻近 为 Lip. 

Ci) XGA.) 是 Lagrange BRL BRA 

0€ ALG AB) + 052). (X g 00D = 0. (4) 

GO X AE FE CD HE REL E BAR LOAD dp z XOT DHL 
$m. Cr.A.z) dà LOB. 

3.2.2 REE 5.2. 1 的 非 光 滑 类 似 ， 

证 8 2.2.9.2: 00 ZG CD ED XP BEER SUD 


草 洱 式 42), 由 此 得 所 要 证 之 结果 . L] 
对 于 问题 (1) 的 特 款 
min f(z) =a, g(r) <0, 2r€ D, (5) 
TAB ed CY ORR 
max inf L(D,4) = B, A€ Y1, (5*) 


JUR LOQOD-—f-cTàag$MeDÜGIJDEM5.2.1,5.2.248:8. 
s.2.3 推 论 WG.D € MxYLBBDMTFÉZib: 
G) Cr ELARA STSADM AMA) S5 C57 ) HRA 
a= f S ATRAN: 


fC) = min LDA), G,gCz3 = 0, (6) 
GD Æ Cr, 是 工 的 鞍点 ,DD M,a 在 工 可 微 , 则 
OG ND — F) 2 0 = AygG@)). (7) 


BHgtürcDWzEÉKTA EX ETRKTAEAXORKT3GT, 
LG.) ZRF DAGMAR, 
Gi) Æ Cr, 4) BL MAD uif ig 在 三 邻近 为 Lip , 则 
0€ RLE, D + Bp), (Gg) 一 0. (8) 
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EI BROREH LC 在 工 关 于 万 为 广义 情 西 , 则 (到 ,4) 是 
Lnd a. 
VÀ LG 20 {È 9x24 3.5. 7 ~ 3.5. 9,5. 1. 3.5.1. 6,5. 1. 7 
得 出 ; 
5.2.4 EE BO go ERD LAR, XY, - a. 给 定 条 件 : 
G) FID 5 g| D ABA Isc E x Isc; 
aD FID 5 g|D 分别 为 Wlsc 5 x wlsc; 
Gn) TEE ER HR e C D 5 a € R, f 
(AG Yi : Lw, A) Ix a] 
st x 
Qv) TFIEH IB SE ACC YT 5 e € Ref 
{rE D: Lir, ÆA Za} 


为 弱 紧 集 ; 
(v) X AAR 8B- 空间 ,了 BA, A 
JAC Y}; liminf 了 (zs > a; (9) 
工区 月 .ij :一 cc 
j£ € D, lim sup L(z,À) « f. (10) 
dey) lal ec 
则 有 以 下 结论 ， 


VP ERHO., GO GEOP o> B) RGD, GO 满足 , 则 问题 5) 
TECH «= 82 cc. 


2 4 dE OD Hee x ORD WE WO) 有 解 且 a 
= Bue. 

VROSRAREO 满足 , 则 问题 (5) Aø H a= p> o 
RAR Sg) 26" AR ESL aA) px dL S". 

PEAR RIEGO, GO Go > a) gx D, GO 满足 , 则 问 
题 (5) AMT, HVe>OIAC YL GAD ELG, DEDY 
上 的 e- 鞍点 . 

SH PSR RG (CRP o< | 或 (vi) dig, ic») 

*1i7- 


A A.B Ve> 0.426 OCA BLA iE DX Y; ER 
E- FA. 

6 E 1' 与 2° HARE MLA EDX YI LARA. 

uto RSP EC AR XY,- 288 Lir, à) 
Xf 35455 ACD A) 34 cU lses d f D > Lir, D He 
Æ wise. [i 

注 条 和 件 49) 与 (107 可 分 别 摘 成 更 简单 的 条 件 

lim inf fir) > « 


EDR cleo: 
与 32 € Di g(t) <0. 

将 5.2.35i60) 用 到 的 “广义 伪 凸 ?* 换 成 某 种 更 一 般 的 广义 凸 性 ， 
得 到 姐 下 鞍点 定理 . 

5.2.5 定理 WO, € MXQ.0€ ALT, Fe 为 局 部 
Lip, HA FRIZ- WE: D LOS dg x XY DAP XV 
sth sr c0. GD f 5S Ag dE T XT DAB AP RC) ASX 
(Far) Siar, tre OCF BREA HW. 5.5), Bl (rAd SEG, 
ADHD Yt 上 的 鞍点 . 

证 ”首先 ,可 直接 看 绸 对 任何 4E 了: 有 

LTA = F(T) 十 àgi) < fF) = LOGS). 
Bl Le. YS) SLA). BA RELOAD HEA MA ED 
iE LG «LO OE RIEGO EW OG ai 有 (参看 
2.2.8) 


Q2» Fier, 4 rlzr — | =—rlr—z] =O, 
AFA. RIODA E, © af. € Og Go. BO = nu 
Tov € af) + 308) 020 22 3L CE 008 2.30600, INI 

0 —Fr.u d v) FG au) + FG v) 
*D— nir — x| 十 flr) -— f») 
— r,|x — x| 二 Artr) — Ag(7) 
=— Op brie T) + LG.) — Le «c0, 
ONG BEA) LCA) RRR, O 
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5.2.5 n E [108, Th. 8. 1] 的 某 种 推广 . 

导出 对 侦 定 理 的 另 一 途径 是 应 用 树 一 定理 ,其 思路 频 类 似 于 
$4.4 中 的 考虑 . We AR GT = fr) — c. We BRAD 5j 
问题 5) 的 最 优 值 就 分 别 意味 着 问题 

Jr E Dif) LO ur) c Oh) = 0 a1» 
与 jr € Dif) « 0,g Cr) KO a2) 
无 解 . OR FARE BE 089 fo] ERE 
JA EYL KZ Ag + Hoz (13) 
5 JAE VLC + AO) zm 0. (14) 
dE dee EN CLD 5 qe] E (330 WA. MMOD dr A,r) = A, 
BD) MRE o LDAP MAM a <inf LDA <8, TR 
= P BG.) 是 问题 (1*) 的 解 . 基于 以 上 分 析 ; 从 3.4.2 f 18; 

5.2.6 定理 VE eS Bf uus hd E 3.4.2 的 条 件 (i) 一 
Gv OR W = R), 则 问题 (1') BRB a = p. 

类 似 地 ,利用 3.4.85 3.6.6 获得 问题 (12) 与 向 题 (14) 两 择 
一 的 条 件 , 然 后 得 出 : 

§.2.7 te dr € 六 ;CY Yt0) eth 之 0. 根 定 
以 下 两 条 件 之 一 满足 ,0) VIA So) HDERRIXY,-X 
ZAG GY Ae ROR, EDER XY- KAD, i 
为 * WOE «lsc, MMS) AAA a = B. 

5.2. 7 综合 并 推广 了 [85,104,114] 中 的 一 些 结果 . 

在 5. 2.7 的 条 件 下 , 若 再 假定 了 是 问题 (5) OBES EF 
Wm, DAR «cE DD", 则 由 5.2.3 得 出 二 是 问题 (5) Bg K-T 点 ,这 
一 结论 补充 了 4.3.6. ER. 5.2.6 亦 有 类 似 的 推论 . 

TE 5.2. 60082) 388 5.3.7) PVA RRR. HEI, 
出 可 用 3. 4. 12 得 如 下 结果 ， 

528 2B Betis. EDEWRLX YLx 0- 次 类 
是 ;问题 (1}) RRB AMBP AE PE 2C WIE LG BR o> 
GY ox Z Bg 0- 8E V, iE CA (C— 95,0] x VO BL,C = AD) 十 

* ]19* 


R,XY,X0;GD (Gr, y A) : z€ D JO sat r.gix)s 
y) ARE, AE oe SS YZ BIB 0- BRU. D 
fF eD Ae tU—-Y f^ (5 XSsD X ABR 
B- H.DA. A wise, gH o wise, FED r, x > hn) 
Ato) HAGA.) ERX YL Z' ,使 得 

lim inf LGr.p.A.p) = po. 


zE D.|ri-eco 


AMO ARB Ts VE 0,dCA HD CYTX Z' iG As n) 是 
LO .A. B) BS & 3x 5.1. 50, 因而 ww 一 局 

WE GDS (D. GID > (BE 3.4.9 ZI uED AAR 
设 条 件 {i) WA. Re, € Mi fir Catan nS 1). RHR 
«ccn'szocEHÉQ En ,0,0€C[)(—25,c] XV) ATH 
条 件 (i) 推出 ta,0,0) € C. 3X XX BE XE Hx € Dif sag On) < 
QO.hCx) = 0,87 A TEHE 的 最 优 解 . 

因 癌 题 (11) C 8E. B 3.4.12, Ve > 0, H CARO C Y 3X Z^ 使 
LOD A 44) > e — e 这 推出 

sup L(X,Y1,Z') = f(E) =a Z inf LD, A SB) +e, 
可 见 CZ, À m) Lr, Aye) 的 6 鞍点 . L] 

3 Z = 10}; 从 5.2.8 得 出 推论 ; 

$.2.9 推论 设 p 上 (jf,g) 在 D 上 为 RXY- 次 类 凸 ,问题 
C) 的 最 优 值 4a 有限 , 且 以 下 条 件 之 一 满足 ;(i) 存在 o 半 a 与 Y 的 
0- 453 V ECD) +R, X Y) N (CC 95,9] X VO BH); GD (Gr, 
ryh € D,fix) S a-E r,gGn) Sy WAR FE o> o SY WK 
Ho- SBR V EDNA ee) Ng V —Y OE 8, Gi) 
X AB B- 空间 ,D BASH vwlscog 为 *wlsc， 且 有 (oh) € 
Rix Yi, He 

dim inf e/a) + Ag(r) > pe, 

WHEA EV > OFA E Yi, EITAS A Ler, A) Me 
Ba Am es 8. 

$ 3 3 4 [85.93.104,108.114,195,195,238 ]. 

* 120 * 


Mili E a er. 


$5.3 RSH 


Arid — DRE M BBS RR TA, AFR: xX 
=R, D= D 0. 
5.3.1 定义 XHI&ucX' 
J" G 一 sup [ucr — FG]. (1) 


WW mf ix > RB Sf HARRIS RH. BO aft) 
if ese HF He IX Af Aa. 
由 式 (1) 推出 ulr) — f(r) Sf" (Qu) ,tp 
ur) fo) Fu) en) EX KX. (2) 
式 (2) 称 为 Young 个 等 式 . 容易 验证 , 仅 当 w E f(z) 时 式 (2) 成 为 
等 式 . 特别 ,车 SH D Go 存在 , 则 
(DfG).x) = f(x) Tf*Oy Gp. (2 
5.3.2 fi URPALBEU..qUlfG)-bzue 
X) MER ue © OX 有 
F GO sup Du) — pele] 


S sup Cluliz| — pte |r) 
= sup C|u|t — p 1z) = g uj? 
stel os 
另 一 方面 
. > Prl x — {1 E 
POR pe, Lir gah ter] 
= eM fa] pl = A ate, 


因此 /* Cee) = got lade, VS AR C2) 得 
WO SF lel Luca e xxx. 
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特别 ; 取 re € R 得 经 典 意义 下 的 Young ASA: 
wz epe. 
2° R f(a) = [xl € X) f£ « € X" X Ju] s 1. DU 
FG) = sup (u(x) — jx|] = 0. 
rex 
者 |z| > 1. Bul 
T" Ge) > sup ulr) = sup |zle | = 8, 
vex red lri: 
故 得 = åa Bl2 £),B8 C X^ BARR. 
PRX BHBE.A— AÙ ELX, X) 强 单调 (1. 3.2). Co) 一 
Iren). 则 P GO = Ax, Bit f(x) PERROS 3GDO. fE u 
GX’, f(a)~-— ala) AMER Be ERE AT — u = 01.6.3), 


从 而 zz 一 4 xf 由 1.3.7,4 -存在 且 亦 为 强 单调 线性 算 子 ). 于 是 
(一 sup [uCr) — fr] 


一 一 min [fCr) — u(x2] 
IEX 
=— FCA u) + iu ATH), 
Bf GO = Fu Aw), 
VE POX WF =p. 
5° 对 任 给 A CX ài = S454} = sup u(A)(B AR. 2, 2). 
若 A FRE, MOR = Gar. 
E IO. 一 f" 的 以 下 性 质 是 明显 的 : 
Cf d v tHo GO = f*Go— v) —c(u,v € Xe © BD (4) 
(ef (ar + B))! (2) = pf* pa — Lulo > 0.a 0). (5) 
由 式 (5) 特 别 得 出 : 
. BENE 
(pf) Q0) —pf PIE (6) 
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i 


(flax + ON QD =f |) > 05a £0. 
5.3.3 定理 (0 # f BE, Mh um of — fef nB 


lse, 

GD Xf xe <f pA lse, MS = g 

GiD f" = QD f" Foo Bf epi f = co cpi f. 

证 G) 首先 设 f SHA be xS: A e ce, N epi f 
Big HT, E epi Fh 1.1.28 (4,0) € X^ x Rift /G x 
tule) eb ux) + ot XE E 0 79 0.7 C— ura) < oov] Bl 
J) Ewo, E SUB IB LUE x, BE LT Gn < fC), WHA 
1.1.2598 v EX" Bsr € RAE 

Kia) StS vOG 4+ Bx rx v + B. (7) 
Dep SOB a> 0, 则 由 式 (7) 推 出 
F(a) Z2 (7 v/Bun) — F uD > te, 
得 出 矛盾 . 若 有 =0, 则 由 (7 有 zz rD. Wue XC 
f" Ga) « oo. Il) 24 2 4 co 时 有 
Flaa) ZG — tuyx,) — f* Qi — o) 
= (u — tur — sup Latr) — tuir) — firi] 


ZR (u — four) — sup Late) ~ ir — fOr] 


reb 
= uro) 二 tr — vleo J — £^ Go 9 co, 
亦 得 矛盾 . 故 得 上 = 所 反之 ,车 了 一 六, 则 了 了 如同 子 一 样 凸 且 is. 
Gi) BR flop lf Se ap TE 4eAlsc Hx 
ga fap fso—osf Wi f= p 
GD BRP RSP Amey CX A 
C Go sup (u(x) 一 sup (ute) — f^ ad] 


pe x* 


= sup inf [iu — v,x? + /' (v)] 


TEM TEX" 
x. inf Cf" (v) + supitu — v,x2) = f* G, 
vex" TEX 
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wae 广 = Py di f SS fti epi f C epi f. B8 f dom BO ise, 
故 epi 地 闭 凸 ,因而 co epi f C epi fF. BH 

Croto) € (epi /)Xco epi f, 
fF É oo, WM fla) So < FG) MME) 一 样 可 用 1.1.2 导 出 
了 矛盾 .因此 co epi f = epi f. g 

ik 5.3.3 表 达 了 了 的 直观 意义 :上 是 “位 于 卫 下 方 ”的 最 大 
Isc f ga f. 

5.3.4 定理 i X ER. X>REPMRAE GC WK, 
lim iD fr) | = co. OW f° ob PP C- RD = (D 
ST. f/f” 有 以 下 积分 表示 : 

J" Gi) =— fT) 十 [eT uds, “uEX, (8) 


WE 也 定理 条 件 推出 映射 Dr 六 :不 一 天 严格 单调 县 次 连续 
(1.5.3), Bik DS 必 为 双 射 (1.3.6), 从 而 全 :和 -> 和 严格 单调 
HRE. 3. 5). Vu.o EXER, dit) 1.5.38 

S'u d t) — f^ Gt) = [G +o Te + tv) 

— F(T Q + top) — EGG Tu) 一 Te 
= {u TG + tv) — Tu) — [LAO (Ga + 82) 一 FO u3] 
ToO. T (u + tv) 
E tiv, T Gu + 22)5, 
上 式 两 端 除 以 z, 并 分 别 令 i140 与 1:t0 ,得 
D, f'(u,z) € Te) x: D. f" u,v), 
Elit DS" (4.0) = Gi, Te) RB DS —T. i T FINI 严 
Fox. 由 式 (3) 有 0 = ATON + O. FRR CX: 有 


fof + f ip Ct dé 
一 (0) 十 [ene Ciu) de 
i 


l 
=— ATO) +f Ges T (tu) de, g 
ü 
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参考 文献 ;[25,93,177,189,238]]. 


$5.4 Rockafellar 对 侦 


Rockafellar 将 共 思 沦 范 与 扰动 函数 结合 起 来 ,建立 了 一 个 对 
偶 理论 TL ALAS ERO BOE. 
See X X Y +R ERS SMa. 


Siy) = inf g€x,32.. S. GO = inf £' (u,A). (D 
EX wyt 
其 次 ,由 ?诱导 出 一 个 Lagrange MH: 


OP gr, id gla, +) PRMD. RO) (D 关联 着 一 对 问题 
(Pòs min g(x,00—a8, «Ee X, 
(P*): max[— g'(0,0]28, AcY- 
RCP" ) 为 {P) 的 Roekafellar 对 偶 ; 称 pCr,y) A 9,0) 的 扰动 函 
数 . 
在 关于 9 的 适当 假定 下 ,可 验 知 以 下 结论 : 
1° 5. GO f gg 
S* Q0 = £'(0,20, S(O) 2— S, (0 = Baza — Se). (3) 
POMS) RAR. 
2* Ltr, +) MAH usc; E erh(Isc] Wb LC: Bsc], Mita 
LG A) 为 鞍 [ 半 连续 ] 函数 . 
3 ERS 
— £'(0,4) — — sup{aCy) — gey): Cry) € X Xx Y) 
= infin. [Kry — AG] = inl LCr,a), 
&& [8 BH CP 7 0 RT 38 A 
max inf L(X,4) = f, AC Yn. 
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其 次 ,车 gr, 0 PLE Hsc. 则 由 式 (2) 与 5.3.3 有 
gir, 0)= pF *(r,0) = supE— g G2] 
cvy 


= suplir, À) ' 


acy" 
从 而 问题 人 P) 可 表 成 
min sup Liz,¥*} =e, 7 € X. 
可 见 当 gr, +) AW Isc 时 ;问题 (P) CP") HE SS. LRM EF 
Fy 2I B. 

4^ 3: X,Y OB B E B- Z3 a] vo i BO lsc, WET p Se 知 问题 
(P) 5i(P* 0 «€ 33 Rockafellar xf f&. 

5.4. 1 EX E aS COO S5 CO MRAP) d sg FS. 
(2, WY BL Ia] BECP") 稳定 . 

利用 稳定 性 概念 ,在 问题 人 P) SOP) 之 间 建 立 了 异常 和 谐 的 
联系 .以 下 是 主要 结果 . 

5.4.2 定理 (Rockafeltar,1967) (0 工 与 4 分 别 为 问题 (P) 与 
(P^) HR S a = pA oe 

€CF,0) +p (0,0 = 0 (42 
GQ,À) € AAT OSTA HE LAD dE X X Y^ LURAS 
gr.y) Ut y d! B ise). 

GD #& aa, WEP) 稳定 e MMP) 有 和 解 且 & = 
B= aS (0) 是 间 题 (P*) BO i i A XY BR. WA lsc. S ER LR 
I E CP * 0 RE o CP) AMR a — B > a5. (00 是 (P) 的 解 集 . 

Gu) Ge>— cog AO BR FE COX EY B RTV, 
使 sup gC, V) < co, BR EE CP) BEB B oc TERREA CY! 与 
X^ BY 0- 邻 域 Ni sup ge" (ND) < co WII] BE CP 0 稳定 . 

证 CO 由 Young A SEXE CS 5. 320) 

OX eG.0) OM Cr A € X x Y^, 
B 2 (0,4) € aptr 0) 时 上 式 取 等 号 . ux — BE S8 5.1. 183 1H 
结论 4i). 
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Gi) 只 需 证 前 一 半 . 由 (3) 及 $5.3 PRESE, MA € 3500 60 
=§(0)+5*° (A) —e--9 (0,4) &a——$47 C0,A) && 4 是 问题 (P') 
的 解 且 a = P. 由 此 得 出 ,a940) v C e 问题 (P') AMA a = B. 

Gi) 同样 只 需 证 前 一 半 - 由 8 十 推出 5S(y) 西 ;由 sup KAV) 
« co 推出 SC 在 人 内 上 有 界 ; 由 SC0) = a — — oo 推出 Sty) 在 
y= 0 SEX REME y = 0.8603) — — co. Mit 25500 <= SC) 
-+ Si- y) = co, RFR Fa>— co) FRESH 在 y= o 
(1. 5. 22, M ff 8800) 4 Q2€2. 1. 3), BI CP) 稳定 ， L1 

注 5.4.2685) 由 的 条 件 sup ZV) « oo RM SH WK 
HEPR 在 y 一 0 连续 ”( 注 意 已 假定 eg. 条件 "sup 9' (CN ,家 
« co" Bib. 

5.4.3 $t G) E X.Y BR.odk HN Isc fe E (Po 稳定 
HS HE CS CPIO PAGE BUE ORC SPORE AR Sw 
(P) 与 问题 CP" 0 RREH a — Bx coo €) LOG A 有 对 点， 

Cli) GE AE EO 著 工 是 问题 (P) BUE Lp GA It € Xo) 
在 y= 二 0 连续 , 则 有 EY" HAAR) 满足 . 

Gi) CEA ZR FEO XE Cr 0 €. X XY" RAR) 满足 , 则 
= Fz la) BCP) 的 解 . 

GV GEAR ISO BXY AR gh AA lsc. PARAACY:: 
P (uA) 在 w 二 0 连续 , 则 问题 {P) ARMA a= f. 

以 上 结论 可 与 $4.3 的 结果 对 照 . 条 件 式 (4) 与 K-T RGB 
y EREDA CARRE K-T AIt AIDE Ngy E 
y 二 0 连续 ”相当 于 Slater #4 (3. 4. 2 条件 (iv)) ,在 一 定 情况 下 它 
ij Ej Slater 条 件 一 致 . AREA AR, AR a UE SE BH TAAE 
RIR SA 5.6. 6). 值得 注意 的 是 ,5. 4.2 二 5.4.3 中 的 条 件 完全 
不 涉及 导数 . 

# dim Y < oo, Ph RECS Cy) 在 7 一 0 邻近 有 限 , 则 SCy) 必 在 
y= 0 xESECIL S. 20. 因此 有 

5.4.4 HE — Wb dim Y < oo,p,a 7 — oc, fg y= 0 pan 
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SG < 00, 则 问题 (P) 稳定 , 且 问 题 (P*)》 AR. 

在 Rockafellar 理论 的 具体 应 用 中 ,出 发 点 通常 不 是 某 个 给 定 
Bg e. qi Rt ME Bi IRIS BU CP). 应 用 Rockafellar 理论 的 关键 
在 于 引进 适当 的 扰动 变量 » 并 构成 扰动 函数 Cri 0 ,使 得 原 问 题 
等 价 于 问题 “min gx,0) = a,x € 于", 从 而 得 到 其 Rockafellar 对 
侦 (P* ),9 的 构成 与 原 问题 的 目标 函数 及 约 东 的 特性 有 关 , 是 一 个 
BiU fi REB In SE. 一 些 典 型 的 方法 将 在 下 节 考 虑 ， 

参考 文献 :[16,25,93,158,238]. 


$5.5 Fenchel 对 偶 : 一 般 情 况 


给 定 w: KRY: YR: Z+Rig: X—Y,:X-—Z, 
A5 EE i P A HR) [8] E 
min [w(r) + Fg + AlN] = a,r€ X. Q2 
为 应 用 Rockafellar 理论 ,构成 如 下 拢 动 函 数 : 
Mey zt) = ole) + gle) t y) d AGO + x). (2 
于 是 问题 1) 可 改写 成 
min g(r,0,0) =a, r € X. 
ERT opg h iG SRE F, TR AMAT Sie. 
1*' Y yh Else], M ett Cy 22 Asc]; S e. YS BY fK 
Y, 导出 的 序 单调 增 ,g D Y,- h Jh BERGL ns. 
2° 任 给 w E X'.Ac€Y'.ucZ ,有 
$^ uÀ, g) = sup lux) + ACY) + ele) — eir. yz) : 
(2.4.27 COX XY x Zh 
一 sup[u (x) + ACy — gG0 + glz — hir)) 


— mix) — Cy) — 9(z)] 
一 supfu(z) = Pray) 十 AD — YOY) + ui) — 90] 
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一 GO d YO) T3 Ce), (3) 
Fore C+ Aye) — wt Ag t ph DI 3B DG. A12) X x 86366 pe HL 
TE IR SECO 的 Rockafellar 3148 39 

max[ — D: (0,4,2) —Y* CA) — q Go] = P, 
n CY' xZ'. 
称 (1 7 ) 为 问题 (1) 的 Fenchel 对 偶 ( 在 推广 的 意义 上 ). 
3 5f ECCO SIRO 
gCr,0,00-F 9' COA, 10 
—[PG,2,2) + D2 (0,23,9) — 0r) ] 
TüpDGGOD--Y'XO)-— Aga] 
+ [Ale T3 Q0 — GohG)2)]. 
让 Young RSX, E SIUE 88 — MB dE f. Bik. AR FE e00,0,00 + 
$^ C0,3.20 = 0 (2 BR $5.4 之 式 (4)) 满 足 的 充 要 条 件 是 
buc». 4ODIQ(QÀQD — 0, 


ad’) 


YGr GO + Y* (Q0 = Aes, 
MACED 十 97 CF) = BAG); 
而 这 又 等 价 于 (参考 $5.3) 
0€ SIG, À,20,À € DECI € WRT)), (4) 
其 中 0 E aD, A mD 6 PG,A,g) = min POL p). 

PEGA A p —— iu aGe AL OBR S 5.4 235 (220 , BI 

FMF 2” 中 的 计算 可 得 
A(z Aye) = [ee TIT UDr E De oy 
eo, 否则 . 

5 tE DY 与 #4 分别 在 y 一 a) 与 x = ACS) ES 
VU. yz) dE Cy s) = (0,0) 连续 ,车 XY" 00 BaD ART G, 
4,2) YE u 二 0 连续 , 则 9' Qu ALIO Eu = OE BR. e CD Y Gg CDD 
5j y G2) TR LE a oo BI OA A.D S $^ Go 有 限 ， 
则 8 > — cc. 
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结合 以 上 结论 与 5. 4.2 得 出 : 

5.5.1 定理 。 对 问题 (1) 与 (1*) 以 下 结论 成 立 ; 

G) $ 5 (3,20 分 别 为 问题 (1) SO) Bt Ba — So oo 6 
条 件 (4) WESE, AP) HAGA) 在 XX QY' XZ") LRR 
AoA 7.7 RB lsc). 

GD Fe 有限, 则 问题 (1) 稳定 全 问题 (1" AR «= fF 
XYZ ARo, 39 凸 且 7 单 调 增 ,g AYL- ARMM OH 
lsc. B 有 限 , 则 问题 (1 ) 稳定 S 问题 (1) ARH o= B. 

Gi) dpal9— o,a, y, AY ED Ln Y A SINE 
RAIE D. 575 9lfE GO GAC) 邻近 上 有 界 , 则 问题 (1) 
稳定 ; 若 B< o.JÀC€ Y AREZ O 8m GO IB ERG 
Pid A) Eu = 0 ES, WD) 稳定 . 

9. 5. 1 有 很 大 的 一 般 性 ,其 具体 应 用 取决 于 函数 Y qug 
的 特殊 选择 . 下 面 指明 ,适当 地 选取 w,7,7, 可 从 Rockafellar xf fi 
导出 Lagrange Xt (B. 

Hte — f tso Y = dy y = 8,00 € 2), WBC) 与 扰动 
函数 2 依次 成 为 


min f(r) = agr) SOR = 0,7, ED (6) 
fr gtr) = y.h(r) =— zxr ED, 
= Za = CO 
3 Wesel 否则 . 


SLC Aw = f E Àg t ph WP HL +o AY 一 By = 
065. 3. 2 ,g CE) S O0 => Wel) = aT HY’ 一 名 一 Yin 
(O1 A900) = Z' (2.1.2)， 故 在 上 述 具体 情 况 下 式 (3),(4) ， 
《5 依次 成 为 


sup [uCr) — Lor à D] AE Y, 
9" (4 , A, p) = «78? (8) 
oo, 2 


f) = min LOD,A.30 (FARE MX QXZ',. (9) 
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—c.  r€D.i€Y:. a0) 
eo zr € D. 
由 应 数 (8) 知 问题 (6) 的 Rockafellar Xj (RA 
max inf LD, A, g) = B, A, E€ YIX 2", (6°) 
这 正 是 向 题 (6) 的 Lagrange HE $5.2¢1°0). 此 外 ,直接 看 
ih ¥ = y 与 站 一 Go f H X isc,’ 单调 增 , 于 是 结合 以 上 事实 与 
5.5.1 得 出 ， 

5.5.2 推论 对 问题 (6) 与 (6' ) 以 下 绪论 成 立 : 

MESA) 分 别 为 问题 (6) 与 (6' ) BRE Ha Boo em 
条 件 式 (9)( 它 与 $5.2(42) 一 致 ) 满足 SAAD RE LG A40 在 
DX (Yx Z*) 上 的 鞍点 . 

Gi) 着 a 有限 , 则 问题 (6) 稳定 C6) ARH. = 8; 著 
X.Y, Z 自 反 ,六 同和 且 为 lscyg WY,- MAW «Isc,DBIguA AH 
HRS. PRR WAM) 稳定 Oo 问题 (6) EH a = B. 

GD # «oo APEC, A) EYZ ,使 函数 < 一 suplu C) 
一 并 zz 在 < 一 0 连续 , 则 问题 (6') 稳定 . 

注意 5.5.20) 58 5.2. 100 完全 一 致 . 

BR Z = {0}, 则 以 上 讨论 有 所 简化 .此 时 间 题 (1) 成 为 


Lüir,A,:),.r € DAE YI, 
ACr À, p) -| 


min (w(x) + Y(g(x))] —o, r € X. (41) 
TRIS Ha ROSEO 4 BUS] IE 
Rasy) = ex) + YrG 十 y» (12) 
P (i, A) = DP? 44A) + Y* 0A); (13) 
0€ AIGA AE JG); 4) 
AG.) = {ree -P A E Dus a5) 
eo, 否则 ， 


其 中 G.A) = w dg, 
0 € ar, DS FCA) = minP(X,2) 
*131* 


(0 06 DG,J + D:(0,3) = 0. 
fa) 8119 a9 Fenchel 对 个 是 (参照 (1 20. 
max[— Ti (OA —XY'(0])—- B, AC Y". (12°) 
利用 以 上 结论 ,从 5.5.1 f8 th « 

5.5.3 推论 对 问题 (11) 与 1 ) 以 下 结论 成 立 ， 

G 于 与 4 分 别 为 问题 (11) SOLD BE a Bu dco 
e 条件 (14) WEE CORO) BAA) KRS Æ TA H lse). 

Gi) 若 a 有 限 ; 则 问题 (11) 稳定 S 问题 (11") AH eo = p; 
EOX.Y BER .eY.gd8.Y HGB pA Isc. p AR WAR SOR 
定 全 问题 (11) SR H e — ZB. 

Gil) pe — co, 7 AYR. AY, - JE Da 
YH gti) 部 近 上 有 界 , 则 问题 (11) BE <o, € Y^. 
Y" (A 有限 ,TT? (4,4) 在 # 二 0 连续 , 则 问题 (11" ) 稳定 . 

将 5.5.3 用 于 问题 


min f(x) =a, gr) S027 ED (16) 
与 其 Lagrange XI 4B CS $8 5.205700. 
max inf L(D,4) = B, A€ Y}, 16") 


Het LCD = f+ 好 ,得 到 对 应 于 5. 5.2 的 以 下 结论 . 

5.5.4 推论 《ii 三 与 4 分 别 为 问题 (16) 与 (16 7 的 解 且 = 一 
Bs coc E,D E MXQ HR IG) [= min LD DiM =D N 
gY. DSG, D R LG,A) YE Dx Y; ERR. 

Gi) 若 有 限 , 则 问题 (16) 稳定 = 问题 (16") AHR a= 有; 
BXYAR.SGAA|se.gHY,.- KAW *lse, DAO PAR, 
WW la] 016") 稳定 OS 问题 {16) E REEL a = B. 

qii Ba>—oco f|D hsg AY- DJE DigG«0,W 
问题 (16) BE aR < oe EAE Yi RRI u o supuso) 一 
Lie AE « = 0 ik MMs’) 稳定 . 

关于 Fenchel 3$ fB 5i Lagrange 34 48859 KRM BRA MEE, 

- 132* 


参看 文献 L51] ,例如 [51,Th.2]. 


$5.6 Fenchel 对 侦 :特殊 情况 


A EY PR) EA 
min [f(x) + ¥(Aa—a)] =a, z€ D, (1) 
ERpY: Y+R,AECLCXY) a EY. B4e=f+4+8,.e(2) = Ar 
一 a, 则 问题 (1) 可 写成 形 如 $5.5 中 式 (11) 的 标准 形式 . 
为 应 用 5.5.3, 首 先 指明 以 下 结论 : 
1° h § 5.5 P2), Rowe 
avy) = f(x) + plr) + YCAx — a + y). (2) 
EY hilise], W ea.) Sse] ; FDA 5 Y A [lse], MM es 
[lse]. 
2*4 LEZA) = FG + A Az — a) Dr, A = Lir, A) + 
p Cx) M 
TI u, A= sup [uCr) — fir) — sA, Ar — ad] 
= sup [t — A* 4,2) — f(x)] + Aa) 
(= f G — A'A AG), D= X). 
于 是 由 $5.5 CX O38 
ge" (a A= supLG — AÀ, z) — FD] 4+ Y^ CA) + Ala) (3) 
(= f'Qi — A* 2) + Y' A) 4 AG, D — X). 
因此 ,问题 (1 的 Fenchel 31 48 25 
max {inf [ CA * 4,2) 4-fGj—?Y'0O»)—4À(00)1—B8,A€Y-. 
d7) 
3$ D= X RRB) 简化 为 
max[— f'(— A*2) — Y* (0 — à] = R.A€ Y*. 
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3*8 585.5 Z 3X4, 9.0) t 9 A 二 0 等 价 于 
L(r,À) = min D, AA € (AF — a),x € D. (4) 
# D= XQ LG. = min LOD Ae — ACA € af (PD). 
4 85.5258 
AG) = [PRR 7 TO r6 D, (5) 
oo, 否则 . 
结合 上 述 与 5.5.3 得 (参考 L51,Th.1])， 
5. 6. 1 定理 对 问题 (1) 与 (1 ) 以 下 结论 成 立 : 
《喜与 分 别 为 问题 (1) 与 (1*) BORSE e — Bx toes) 
Min (SEA) EA AD f£Dox Y^ EB. ABW lse). 
GD Er AR MD BE SRB) ARR = BAX. 
ARS SY OHA: DAS PAR WAR) 稳定 ome 
OD 有 和 解 且 a = B. 
Gi) Fa>—o ff HY MIZE DY) By = Az 一 a 连 
续 , 则 问题 (1) 稳定 ;车 < 00,4 A CO AR, KA u -> supe 
~ A'À,x) — fla) ] TE u 二 0 连续 , 则 问题 (1') 稳定 . 
进一步 的 结果 由 取 更 特殊 的 或 gtxr) — Ax 一 a 得 出 .首先 ， 
设 fe 区, 考虑 问题 
min [Fiz) + (Ar 一 aa 一 arrE X. (6) 
Alf” -8,45.3. 22. ARI BE COD 的 Fenchel X4 ffj X 
max[— ¥*(A) — A(a)] = B, A*A-- É£— 0.A€ Y*. (6°) 
EY RCG- 可 微 的 , 则 条 件 (4) 可 写成 
Atk + f = 0,d = DY(A¥ — a). (7) 
由 式 (7) 推 出 A DA — a) + f=0. £8 & E59 5.6.1 KE 5.3. 
4 得 出 ; 
5.6.2 定理 Wb SE X',Y:Y +R PRA G- npe. 
CO z 53 A BUM SEL COO. 55 (670 ARE e= B es RET) 成 
x OUO E LDS Y (00x XxY 上 的 鞍点 . 
a) BX BR, lim 1DYty)| = w, HE c >of Ari > 
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cir}. WIE RECO) 与 (6* ) BA ME — RE 5 ALB CEU RE LG 
—Y' (A) 的 鞍点 . 

证 ”只 需 证 Qi). 由 7 了 严格 凸 推 出 DY 严格 单调 {1.5.3), 从 而 
A'DYCAx 一 a) 十 了 亦 严 格 单调 , BL lz| 一 ce 全 [Ax — al M 
co => |A'DYCAr — a) + f| +o, BAM FE Xf 

A^'DY(AX ~ a) + f =9 
(参考 1.3.6). 4 A — DIAT — a), WGA 满足 条 件 式 (7), 因 此 
工 与 4 分 别 为 问题 (6) 与 (6') BOREL AY SY PT CL3.0, 
故 唯 一 性 结论 成立， (] 

应 用 5.6. 1 的 另 一 途径 是 保持 了 的 一 般 性 BRE D = X = 

Y.Ar— a = r, BP sm n) 
min [fGr} + Ytr)] =o, r € X. (8) 
称 问题 48) 为 和 极 小 问题 ,关于 它 有 一 系列 研究 . Bale CIT ) 得 出 
人 问题 8) 的 Fenchel 35 48 3j 
max[— f*(—#) —Y'Go]— B, u € X^. (8) 
直接 应 用 5.6.1 得 ; O 

5.6.3 推论 (Or uA BDEIMEEÉCD 468°) HHH oe = B 
x Xo SHE (-— ASEM S (7,2) BAC a) = fr) 
reer) — Y' Guo) AREA XY DAX Ise), 

GD 车 a 有限 , 则 问题 (8) BES RBS) ASR a — HUE 
XBR 5 Y YA Isc. 8 有限, 则 问题 08) 稳定 e» T RECO 有 
Aa = f. 

GD Hat>—oo,f 58 Y 05,32: € D, Er jee. Mi BCs) 
BE APO day) ARS G0 在 w 一 一 二 连续 , 则 问题 
GBO 稳定 . 

更 深入 的 结论 依赖 于 某 些 新 的 概念 ， 

5.6.4532 X, — WE DC X. S 

rn D= {r € D: cone (D — x) 为 子 空间 })， 


gri D= (x € D: cone(D — x) HFA}; 
sari D= ir € D: cone (D — x) HAT Sha}. 
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ri D, qri D 5j sgri D Zr Sy D FAST A a BA RE VALER IZ 2 UL 
相对 内 部 . 
# dim X < æ, D C X, WR eii ri D = qn D = sqri D. 
5.6.5 定理 fog OD. f.¥ EB Isc; QD 0 € spri CD, — 
D,). 若 问题 (8) 的 最 优 值 < 有 限 , 则 问题 (8 ) 有 和解 且 a = B. 
证 riioE D; N D.S X, = cone CD; — Dj),Wl X, BX 
的 团子 空间 ,Dy,D; C X, 4X, = X Bp. ERA iE HO Rockafellar 
的 一 个 结果 推出 ,这 种 情况 的 证 明 从 略 . 若 XQ SH XL RIS Sf 一 
FIX aY = VIX, Mf HEX, LWA BAMA uc XS OB 
1.1. 1 WR «, € X E 
a & inf (f(r) + YGo:x € Xi 
= max (— fo (— w) — Y? GO;u € XY} 
= — fg€— uo) — Ye Ce) 
一 一 f’ (>~ u — YY" Cy) SB 
(注意 fo (a) = Fo GOD. Bue (8 IB SE RE ib. 
2 0€ D; N Dy. 由 条 件 Gi) A 0€ D, — D. BOR 2, € D, 
O Dy & f = fx H t Y l) = Yir t roM o E D, f) 
D,. 于 是 由 己 证 的 了 有 
e — inf {filr + Yir € X) 
= max(— fi(— 3410 — Yt ín € X^) 
= max(— f*(— #) —Y'(u)jiuc X^! 
GR RI 8 5. 350 ,由 此 得 出 定理 结论 . u 
注 车 f,Y 凸 且 为 lsc,a ORY ERATED BRLAR. 
Mj EDD ANDAM E (D,;— D)? C sqri (Dj 一 Dy), 于 是 由 
5.6.5 0I Bi (8 DS AE Ha = f 这 一 结论 已 包含 于 5. 6.3. 注 意 条 
fF 0 € sari CD, — Dy) GETAH DC) D? x C 
5. 6. 5 uf Risk di 5. 4. 2 中 的 某 些 结论 . 设 和 :区 XY RAS 
虑 一 对 问题 : 
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Macr -MAP WR rins qug A Fe Ao rap MRR s mmm s 


min r, 0) =a, r € X; co) 
max [— 9'co,)01— 8, AE Y^. (9') 
5.6.6 定理 假定 :0) eth Hisce; Ci) 0 € sqri Dp, AP 
m: X XY-—Y RRE. S BE CO He C AR. WERO) A 
NE Ha-f. 
证 Oe Ox. MERA Alsc. HA CU) AM cone CAD, 是 
Y 的 闭 子 空间 ,从 而 
cone (D, — D,) = cone( D, — X x 0) 
= cone X x (rD,) = X x cone GrD,) 
dX XY 的 闭 于 空间 , 即 0 € sgri (D, — D. FRU eg f Fav 
从 5. 5.5 得 出 : 
a= inf X ,0) 
= inf (gr, y) + dx, 320 1: Cr, 32 € X x Y) 
= max (— @ (u,À4) —d'C—u., — AiG AE X^ xY') 
= max [— p" (0,Y*2], 
其 中 用 到 六 = sx 9(5.3.22 5). tat f i SMe. L] 
关于 5. 6. 5 与 5. 6.6 可 参看 [1091]. 
ik c EonHlscedR.3i € Xiod.y 在 y= 二 0 邻近 上 
BHM OC D)? Csqri (D). FFE 5. 6. 6 588 B Co o dg ft 
H a 二 这 一 结论 已 包含 于 5.4.2. 
将 5. 6.6 用 到 
Jr) E DHD +y, 
oo, A, 
得 出 关于 Lagrange 对 偶 的 以 下 结论 ， 
5.6.7 推论 假定 :CD SPM AW lsceg|DHY,- MA 
* isc, D Aj Bis Gi) cone (g(D) + Y4) 为 了 的 闭 子 空间, a — 
inf if(r)+2 E DA gtr) <0} AR, LOAD = f 4 Ag, Wi 
& = max inf £.(D,4). 


YE 
注 BAC Dig) «0,8980 € (gCD) 十 7 了 7 ,从 而 得 出 
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Pry = | 


cone (Cg(D) + Y) = Y,5.6.7 IE & (EGO 满足 (参看 5. 5. 4). 
1$$25 35 8E [1,51.93,109,151,158.238 ]. 


$5.7 Mond-Weir X1 (& 5 Wolfe X (8 


设 .g.h UTOR BRL. 对 于 问题 
min f(r) =a, gO) 0, ATD = 0, (12 
所 谓 Mond-Weir X48 5; Wolfe xHB 4 g) Xj 
max f(r) = f, 
fran = O,À4gir) + ghir) =O, (2) 
(4,0 € Yi x Z’: 
max Lir,À.p) = f, 
人 = 0.0 € YIX Z*, 
CRU E SERES S RES. AS RESI EKUA. 
LAP aS M N PRAEC) GOATER Bal 有， 
由 说 问题 (1) 与 (2}( 或 问题 0) 与 (3)) BBR. 若 问题 (1) 与 (2) 
PAM, € M, TAD € N.WE SQA 分 别 为 问题 (1) 与 
OD BOR RM H T RECO 的 K-T 点 ,五 为 K-T RF. 若 问题 (1) 
4503) S8 3HR 7 € M.A, € PLAg G2) — 0, Wl 3 5 Cm A m 分 
别 为 问题 (1) 与 (3) BEA E T CDOBK-T A A,gREK-TO 
子 . 可 见 , 给 出 绪 对 个 的 条 件 有 重 得 意义 ， 
5.7.1 EBM A) ”以 下 每 个 条 件 推 出 问题 (1) 与 (2) 
Be XT 4K : 
G) YEr AD € N.LO A20 XE XT MACE r- fh T 


(32 


0; 
GH) Yir, Awe N, 5 Ag+ ph Br KF MAB CF n )- 
fiiy 43 CF ar »- Heh Py] + Fs = Ü; 
Gii) V Cras) ONS Ag+ nh eg x KF M RWC n - 
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iis SG nx FRU 0nzo. 

ELEM Fodn1.5.5 HJ Sog BS CT OC RD. 

证 ”证 问题 (1) 与 (2) SES BIA y € Mitr Aw € N, 
使 fx FG. TE 

Ly AD x fis) « flr) sS LÀ. gu). 
车 人 条件 (i) 满足 , 则 以 上 不 等 式 推出 

Fey, Llr AD + rly xl —rly — xd <a, 
LEGES E LPISGOIBRIS DET O) < fOr) 与 入 (Cy) 十 
A S 0 s; Agr) + hir) 推出 
Fly f Cao) trly— rh <0 

与 FCy, Ag! Cx) + ph'Cx)) + rly— alao. 
于 是 0= FE Cy, LG Ago) 

S Fiy f G)) + Fiy, Ag GO + ph' CT)) 

A GO roly 一 工 |， 
得 出 矛盾 . 28 (p ep AC PE CD SL B P JB. Li 

用 类 似 于 5.7.1 的 方法 可 得 出 : 

5.7.2 定理 以 下 每 个 条 件 推出 问题 (1) 与 (3) 绊 对 偶 ， 

G) V Cr,À,40 € PLGA) YE x XY. MOS (GF r- arm 
0; 

Gi) V Casas) € P.f.Ag 5 ph de x HFM 5H SINCE nr 
MCF ar f SG un Aor, + ror, = 0. 

5.7.3 ERE GE XE EO BFS LAT to 分 别 为 问题 (1) 
与 (2) BS RE OLÉR B. x CO 的 K-T 点 , 则 以 下 每 个 条 件 推 出 a 一 B, 
wear, 

G) ¥ A) € N,LGO,À,40 dE z XT MAE, o- HAT 
LC À* se) 在 7x" 为 (Fx)- PERRO nr m, 

Gi) V Gc. A,20 € N,f 5 Ag + uh tk x BF MAMA n - 
AS-i. BH FÉ dE cc 美 于 对 为 (Fr)- 严格 伪 凸 5 或 
LOA aw") dE COT M AE,- POR ee Se Oar, ter, 汪 
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0r +r, 20; 

Qi) V Gr, 4,70 € N,f Ej Àg t+ ph dg x KF MMA in 
ji gy 5G .n2- 严格 俯 凸 actorum. 

证 AZIO), GD), Gi) Zr RIZR RR 5. 7.1 PR RIOD, QD, 
Gi, Male B. Hp WIC) LECT ABA Aun f CELA. EN, 
EE e = fO Ss He = f= fa) = A WE x3trt. 
ARE 满足 , Mih 

F(z, L Crt A s D +r lE-— etl erl 2" | eo 
推出 COO S LGA ye) hae A ee fr") aaa. 
PRIGOD AEWA WAS) — fO) A e+ WAM X 
Ox; At g(a) 十 ar) 推出 

Fiz. f(r’) d r|z—x'|«o 
5 F(T, A g ert) + wale) tr |For" |<, 
TE 
O= Fir,L.(r* sa" utd) 
S EG, Cr) + PGA g a) + gh?) 
一 二 rl rj, 
亦 得 了 矛盾. 当 条 件 5ia 满足 时 间 样 可 引出 矛盾 . LJ 

85.7.4 定理 rer’. pO A) 与 (3) 的 最 
RRETA) B8 K-T 845.7. 2 IK (E CO EE GO RELO, 
BT) E aC 关于 及 为 (Fr)- PRAGA 20W X-r. 

FREU LC. pA) = of + Àg 二 Hh 取代 前 面 的 工 ， 考虑 问 
题 (20) 的 以 下 变形 ， 

max f(z) = B, 
oes = Q.ÀgCr) + uhr) SO, €2") 
(OS (BAW E RX YUM Z’. 
AN if?) 的 可 行 集 . 用 类 似 于 前 面 的 方法 ,可 定义 问题 (1) 与 
C2") f 88 XE S EHF DIE DLE 5.7.1,5.7,3 的 结果 . 
5.7.5 ZE 。 设 以 下 条 件 之 一 满足 :0G) YAAD EN’, 
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LC Ago TE x XY MAC r0 PERR DIT or zR 0: QD V Cased, 
2) € N'.pf Ej Ag t ph d£ x XY M BIG n POE 
CF r)- Mhon + r zRO0:GID Yr pA € N'.pf Ej Ag + ph 
fc KF MWA) HEUS SC.) FB rm. 
则 问题 (1) 55 (20 88 ERR. EE m 5 Gn oe A cO 分 则 为 问题 (1) 
50) IS SOLE BA OS CPA ER, XQ X Z* fi LO.p,2, 
w = 0, Wj e = F Hr—r'. 

证 RAG 满足 《其 他 两 种 情况 念 此 ). 车 问题 (1) Sj 
(2') SESS REGR AT y € M. Gn pape) € N i FOOL FG. 5 
Bl ef (y) sc pf Go 5 AgCy) + ph Cy) SOS Ag Gr) H phe) f 


Fiy,pf'(x)) ry —x| <0 
与 F(y,Ag! (a) 十 Ap (Cr)) + rly — 7r| «0, 
于 是 
O= Ffy LG frase) 
m FCy.ef G2) + FOG,Ag! Cr) + ph' G2) 
rt rly — af, 
得 出 矛盾 , Hub a zm B. 

其 次 设 定理 后 一 部 分 的 条 件 满足 , 则 (z,P,A,F) € Na 一 
fG)«BP.Bidbe—fG)-—fGoOo-PIOEX--SMHBAG 
Gu) 分 别 由 ot fO) = pr fO) 5 Ag) + WA) SOK 
Agir) + pate’) 推出 

Pap fO)» ctr|rz—zr'bzlO 
5 POR A gr) + eh Ce) o rz | «0. 
WA —- ES ROK Oy rol r |!1 因 此 主 二 
LJ 
5.7.5 综合 并 推广 了 [171,Th, 4. 1~4. 3]. 
参考 文献 ;[5,6,56,57,83,84,99,100,171 ,184]. 
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$5.8 线性 与 一 次 最 优化 


线性 最 优化 问题 最 早 得 到 研究 , 且 已 形成 很 完整 的 理论 ,至 少 
在 有 限 维 情况 下 是 如 此 .研究 线性 最 优化 问题 的 一 些 方法 为 非 线 
性 最 优化 理论 所 借鉴 . 现在 我 们 感 兴趣 的 问题 是 ;本章 的 一 般 理 论 
涵盖 了 线性 最 优化 理论 的 哪些 特殊 结果 ? 
PAP XX YY" Pap XL ,XX1+ ,了 4,Y14 SADA 
iB s BESCX ACLCX.Y) ACY, 考虑 线性 最 优化 问题 
min f(r) - a, Ara, xr ze O. (1) 
首先 考虑 对 问题 (1) 应 用 5. 2.3. & 5.2. 3. 的 记 导 有 gtr) — Ac — 
a,D= X, Lr, À) = f(z) + A,Ar— a. A 
inf LOD,2) — inf (ATA + J, XL) — Ala) 
[T Aa), AAT fO, 
lac, 和 否则， 
Ax [o] S CI 85 Lagrange XJ f E 
max [~ A(4)] = B, AAB f, ADO. Q0) 
注意 问题 (1" ) 是 与 问题 (1) 同 类 型 的 线性 最 优化 问题 . 分 别 以 M 
与 NN 记 问题 (1) 与 {1°) iuf; fe. Wi] M ze D e exon, N X 
= BL - o, 条件 
IT = min LOD,A) Ag (G2) = 0 GIL € M x YT 
可 表 成 如 下 对 称 形 式 ， 
AAT — a) = (AAT fL —9, 
| > OAS 0,AR Sa, A'A f. 
式 (2) 就 是 线性 规划 中 有 名 的 松弛 互补 条 件 . 
AAR APH ae 
fix). Ar + yZ anr 0, 
OO 否则 ， 


(2) 


Wk 85.4 之 式 (1)? 不 难 算得 
Sy) = inf (FG + Ax a — yer BO} ZLa(a — y); 
Ata}, AtABu— f Azo, 
oo, EX 
S.a) = inf (A(a) : ATA Du — f,AZ0) S — BCf — u). 
由 此 得 出 aS CO) = la), aS, (0) — — X — BC. 
结合 以 上 结论 与 5. 2. 3,5.4.2 得 ， 

5.8.1 定理 WAM) SOL 以 下 结论 成 立 : 

Gi) CE, ADELA XX YT 上 的 鞍点 69 x 5 A SO fo] 
MO) SO'CO HH e= AUBE a t ao & 条 件 式 (2) 满足 . 

GD 设 M,N Æ 人 7, WABCO) BE ORM’) BARB = 
BERE IS ER O AYRES — aoa) ES XY AR UR) 稳定 
es (AO) ARE a 一 8( 此 时 间 题 (1) 的 解 集 为 一 3 一 B) COD. 

Gi # N £ DJi 220.43 <a, WARM) 稳定 ,从 而 问题 
Q'O 有 解 且 = B; Ms QJAZO0,A7À SR — fC") 
稳定 ,从 而 当世 ,了 自 芭 时 间 题 (1 EE EL o = f. 

5.8.1 虽 不 失 为 一 个 有 价值 的 结果 ,但 并 未 达到 线性 规划 中 
相应 结果 的 完满 程度 . 更 强 的 有 限 维 结果 如 下 . 

5.8.2 EB iX —R',X,—RA4,Y = R", YL =R. M, 
N+ ABO) SO) RAR BEA — BM OC EN 
二 QNOD SC") xf. 

CAE ise DEAR RT RARER RAK SUE en 
法 推广 于 无 限 维 情况 ， 

现在 转 而 考虑 二 次 最 优化 问题 


min [2:2 + wlr) + c|= a, Ax Sa, (3) 


p GA = 


RP =Q CLO,.X0wC€X',€ REX, Y AR. 
f(y) = (Qtr +H wir) +c, 
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Liz, A) = fix) + (A, Ax — a). 
i Q IRB. 3.20.80 Q uT35€1.3. 70. EH 
LOrA = Fir) +A A= Qr +H wH AÀ 
Xo PE ECA) = 0 AER a — lwt AT Vi 
B 1.5.3.1. 6. 38 
min LG, = LC Q Go + A* 20.20 


一 lc ACA, Q-(w + AtA)) 


-— (w+ A*A, Q^ 1Go + A*A) +e Ala) 


=— LaPa — à, — 6, 


Kp P= AQUA" =P EL Y), b= AQ wea low, 
Qe) 一 5c. 于 是 问题 63) 的 Lagrange HAA 
max| - $A, Pa) — (A,B) 一 |= B.ÀBO G9) 


注意 问题 (3") 的 目标 函数 与 问题 (3 — EE E" LL IS LB ER 
较 简单 . 以 好 ia CO BT 45 E LE M a6 0 So RR. BAH, 
4 BI— co, RRL, EA) = 0,3 € M.AZRO.AgOGO = 0" WE 
成 

Qz--A'À-4xe— 0,A,AT— a = 0, 


AT € a,À 22 0. “4 
若 作 扰动 函数 
"ES RASSE Az- Hya, 
les, 否则 ， 
则 SCy) — inf (f(r): Ax a — y! Mala — y); 


" (x,A) = : — 
$" Gu, À) sup, Lele) 十 Ay) — fG»] 
一 Sup Luca) + Aa — Ax — z) — f(x] 
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= sup[ iu — w — A*A,x) — 4 ar, xd] 
IEX 2 


— inf À(z) — c + Ala) 
ri 
iw — w — AQ lu — w — ADD 
十 ACa) — €, Az "m 
eo, E 
(£$355.3.2 2 3* ), 于 是 


S. Gz) =inf exc — w — A*A, Qa — w — AA)? 


十 Ma) —c1AZ0) E — Alw — u). 


由 此 得 出 a$40) = — wla), aS. (0)  — X — Bo Cun. 结合 以 上 结 
i£ 58 5.2.3,5.4.2 得 出 : 

5.8.5 定理 WKY HAR B- SR,Q=Q° € LiXX*) 
强 单调 ,mw C X'SJGU DUTCH: 

(i) xS AAAG 与 (3" SIME e =P SO 条 件 式 (4) 
成 立 609 FAD BL, dX X Yi 上 的 鞍点 . 

Gi) 3; MAGMAR AAH e= Bir c XA 
a WARD 5j (370 BARA o — BAM LO SEXXYLE 
LE 4-8 

Gu) @ J € X Ata MAAG BSB") 有 非 空 
解 集 一 加 (a); 若 MM 隆信 ,出 问题 (3') 稳定 ,问题 (3) CR dE E FEE 
— A BY Cw), 


* 145° 


第 六 章 ”向 量 最 优化 


本 章 考 赔 如 下 的 向 量 最 优化 问题 (VOP). 

(P). min f(r) gz) €; O,h(x) = 0,2 ED, 

其 中 约束 (因而 可 行 集 M) 与 本 书 前 面 考 家 的 "标量 最 优化 问题 ” 
并 无 不 同 ,所 不 同 的 只 是 目标 阻 数 .在 问题 (P) 中 : 革 一 WW, 其 中 
WHEW, SAR «RA A UELLE Wa 是 序 锥 , BI 
Wit) W.- {0}. 

本 章 沿 用 前 几 章 的 记号 :MM 一 DNGN HG=g (Y XH 
= A'O), K, = Y_+ RgGO,.: € MQ —— K; = ¥in 
{gz 人 TT 二 (ZA 一 g(Z),B = K (3), RB CIEE; LO, 
PrA p) = pf J- Àg + eh. EW =R, WE W= R} f= Cf. 
X Y = R", WHE Y, = Rog = Ce) — Us: g@) — 0), A T 
Q = Ri. 
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BACW.- 
min A= (a € A: AN (a —W,) = {a}} (1) 
(— la € A: XA — a) MW d= 10) 
wmin A= (a € A: Af) (a — We (2) 


C da € ACA — a2 (1 Wl) = Q3, 
pmin A= (a € A: A+W, N a— Wi)= fa}} (3) 
(c la€ A: A—atWy, 1 W_) = {0}}). 
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分 别称 min Aywmin A 5 pmin A 中 的 点 为 4 的 极 小 点 . 弱 极 小 点 
与 真 极 小 点 . 对 于 4 E A, 由 式 (1),(2) Sta € min AG V56c 
A: a,a © wmin ASYG € 4.6 La. HE 
inf A = min A, winf A = wmin A; 
max A =— min (-- A), sup A = max A, 

wmax A,pmax A,wsup A 等 仿 此 . 

43$ min A,wmin A 等 的 性 质 汇 集 如 下 . 

6.1.1 命题 对 A,BCWW,b E WW 以 下 结论 成 立 ， 

(1) pmin AC min A = min (A + Wi.) C wmin A = wmin 
CA -- W,). 

(i) pmin A C A f inf A C min A; wmin A C: winf AA fì 
winf A C wmin A. 

üii) min (A + B) C min A+ min B;min (A + 6) = min A 
+ 6;wmin A 等 仿 此 ， 

Gv) A +W, Hj > pmin A = min A = inf A. 

(v) min A C @A;wmin A U inf A U winf A C 24. 

证 明 都 是 直接 的 . 

6.1. 298 RW —R*,W,— R}. 

Ui A= {0} U {x € Rit az, =— 1,r, <0}, 8 = (— oo, 
0] X {0}, I] pmin A = (Z,min A = (0);min B = i; wmin B = 
B. 可 网 6. 1. 160 中 的 包含 不 必 是 等 式 . 

2 WE A = R} „B = ((~ 00,0) X (0,095) U (0), BE min A= 
好 ,inf A= (0), min B= 10) ,inf B = £7. nT Ñ, min A 5 inf A 之 
LT CE 818 AER. 

6.1.3 EE Bee aAcw. 

G) 3:30 € Wi MO e(a) = min p(A), Ma € wmin A; 4 
WisQqiH3^A-JdW,PE3SAJH. 


Gi) € 3e € W1ip(2) = min p(A), Bj a € pmin A; SW zc 
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OW BRE BA--W.,pni.Hi E. 
Gi) E Wis (QW UREA A+HW, Mn, Mag min A Sa 


€ pmin A @ 3p € W} ip(a) = min pCA). 

证 (D €a€ wmin A,Blj d6 € Aba TÉ Vp EW 
M090), 有 P) < pao Cl. 4.4), AM ete) 7 min pA). RZ, ra 
€ wmin A, WCA +W ON (a Wo — Q. TF ROSWSz CR 
A +W, Att de € W'MO0) (Qa — Wi) x (o,A + Wy) 
(1.1. 2), 这 推出 PE WINO pa) = min pA). 


Gi) lk pe Wi ff pla) = min p(A). Vb € AEW, (| (a — 
WO. éSa,H Ja, € Ast, 2a, fi xr, +6. FR 
PES pla) x; lim sup (a) 


< lim p(x,)> = etd), 
ix HE th a=b. 因此 a c pmin A, BEIGE W:zQ.vpe Ww: iG) 


> inf eGO B WIN (4 一 a)" =O. TRSWBERHHIC 
W\{0} OW on) m GA— a)", 2). HEM ae EW_; 再 加 上 4 
+ Wi BAC. 4.3) 

xE(A—a)** TAW ayt = AtW, a, 
Tfasac-r€A--W,f|(G- Wa) a € pmi A. 

Gi) HAEE A+ Wa A> min A = pmin A, EA d GO 推 
出 . LL] 

现在 将 已 给 的 概念 与 结论 转移 到 向 量 最 优化 问题 (VOP). 设 
[:X—W,Xm VOP 

min f(z), x € M. (4) 

6.1.43EX. it € M. FAS] € min AM Y x € M; 
JG «X FUOO BIER x ou IB ER CO 的 有 效 解 (或 Paretoe MARA). £ 
fü) € wmin (MOC Ye € Mi flr) « fO. fg x HA 
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(4) 的 弱 有 效 解 (或 Slater 最 优 解 ). 若 / Or). € pmin AUOD , 则 称 工 
为 问题 (4) HARANI. Be E MN Or) PCED AYER X X 
问题 (4) 的 严格 有 效 解 . 

局 部 [ 弱 ] 存 效 解 等 概念 的 意义 是 自明 的 . 

结合 6.1.1 与 5.1.4 直接 看 出 ;严格 有 效 解 与 三 有 效 解 是 有 
效 解 , 而 有 效 解 必 为 弱 有 效 解 .车 W — RA A AAR D 
LEO IIO RS t 

研究 VOP(41 的 一 个 重要 方法 是 将 它 转化 为 一 个 标量 最 优化 
问题 (更 一 般 的 处 理 履 看 8$ 6. 4) 

min pfi), c € M, (4), 

其 中 PE Wi. A= /CM) 从 6.1.3 ARB, 

6.1.5 定理 HIEM. 

(D X: 3e€ Wi \0); 使 去 是 问题 (4), WO, N x E 
VOPGD BOSSCE FERE 4 WhO B. FM A Wa- 3E gs Rp Ig 
真 . 


Gi) # Joe WT RACH, 的 最 优 解 , 则 到 是 VOP(4) 


的 真有 效 解 ; 当 W AR. WIAD ASIMAW,-X Mat. dtp 
A. 


Gi) FW BR .Wi+ASSIMAW,- RAB SIOD HW, 
闭 , 则 二 是 VOPC4) 的 有 效 解 oO FE VOP) IB IUS UR e 3p 


€ Wiz AMC), 的 最 优 解 ， 

(v) X 3p € Wi}; 使 示 是 问题 (4), 的 严格 最 优 解 , 则 云 是 
VOP (4) 的 严格 有 效 解 . 

显然 ,和 将 6.1.5 中 的 “ 解 ” 改 成 “局 部 解 ”之 后 ,结论 仍然 成 立 . 
其 次 ;由 3.2.7 得 出 ,6.1.,50ii) IE JR IE" IM OW, 2E P8" WE 
BBA FIM AW,- RRA”. 

WT SR RE 1. 6. 3 的 向 量 形式 . 
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6.1.6 ER — i: r cM. 


O E X BE MA RISIIWISS Q8 x MUS EOM «lsc, 
M YOP (4) fS X SERE. 

Gi) XP IM XW- 4,0) VOPCO 的 局 部 [ 弱 ] 有 效 解 是 
L 弱 ] 有 效 解 . 

Gil) EIM AW, - GER se € Mog D, fx - DL 
0 (Df, — zx) £ 07, x Æ VOPOD LS ] 有 效 解 ， 


iv) BSR ZKEMHA * HALT HS FEWN 
NO") A QUOV: NOD NGCT AAJA z E VOP) WH 
HARUDE AM]. 

证 GD) BH 1.6.300 5 6.1. 50D 得 出 . 

Gi) 的 证 明 类 似 于 1. 6. 3 Civ). 

Gi) X TA Æ VOP) 的 有 效 解 ; 则 x E M: Sia) < fE. 
这 结合 AM 凸 得 出 ; 

Ds f(z ,x — P) = lim IG ioi 一 3) — S 


< lim LCD +f) — fü» 
CN zd i 


= fix) 一 fz} < 0. 
类 似 她 ,三 不 是 VOPCDO ABERI > D, fz 一 工 ) <0. 


Gv) Xe € Wi) NO. f, Sof fuis P) — T'p 
= 0 f8 HH ef Cz) = min pf(M)(G.6. 310) , PÆ H 6.1. 5GD ALT 
E VOPGD 的 真有 效 解 .关于 弱 有 效 解 的 结论 可 类 似 证 明 . — LJ 


61.728 BWAR W, REMMER W= QM 
Kd. SEM EXT W. 为 lsc, 则 Yz E M, 存 在 问题 VOP(4) 的 
真有 效 解 工 , 使 得 f(z) RICO 
证 $ A= /(OD. REE AC pmin A -W,. 
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I'uEXEYER REV C WB ACLV +W. BUYA LJ 
€ MifG) € B,UO +W. BS M E x 9 x € M. ASE 
x A lsc, 3 n 充分 大 时 

fo € BiGfix) AWT BG HHW, 
fi FA. 

2 WE AG W,., A. Hx. E Moy, CW, fC. + yz. WT 
B r, >x E M. h ffs Wisc, TKR fe) Sa fe) Mit 

I(t) + yy — a7 z — fi) € W., 
Frj t G—fG)D€Ad-W,. 
SER a € AEF 6 Sab € pmin A $ 
B= (A TW. (a-—W.). 
由 2",B 85 Pid. WwW, EMH BAAC, Th. 2. 1. 4D RES 


ROL. Ree Wi, MASE Bp) = min (B) (1.6.22, F 
Æ 6 © pmin B(6.1. 2,6 xza. E b — a! t ysa z,a' € Avy, 
x € W,.di yz 0,0 5 — a! =a-— (yz) € B,iX 5j à € pmin 
BFS. Bhs — a! € A. 4$ 6 C pmin A, Bl ds (D 有 CA 十 
Wa) N GW ib), TES bee 二 a +y=b—za' CA, 
ym € W..XdiEHd 5—5—z€O H0-W,f]ta—W.—z)c 
如 ,这 与 5 EE pmin B FA. 因此 5 € pmin A. F] 

注 1° 若 W 二 有 ,是 YOPL4) RR. WT Fear BEER A ME 
就 有 GO f(z) (Wa € 1) .6.1.7 显 未 出 向 量 极 值 问题 的 复杂 性 ， 

2* 6.1. 7 "PIE VE" M RP EM bY lsc” 可 改 为 “3M AS 
YE M EA wlsc". f 3g x X3 wise MRF. Br x EH ys f. 
KO) zm ys. 


3 在 6.1.7 的 条 件 下 ,实际 上 我 们 已 证 明了 
A+W,=minA+W,. 
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TK << 相关 . 
证 a6 € 94.0 <b, 
b€ a --WiC A-WC(CGA-FW,)» 
= (BTW, +W p CHW, +W y 
CO TW) =A’, 
ix 5 56 € aA MTA. O 
参考 文献 :[27,45,53,68,79,93,143,210,211,241]. 


$6.2 最 优 性 条 件 


本 节 展 开平 行 于 $4.2~ $4.5 的 内 容 , 凡 属 例 行 的 推广 策 省 
略 证 明 . 
考虑 如 下 VOP: 
min flr) gir) Ontr} = Or € D, (1) 
&rcM-D[)G[) H.f.g.h BETI, LO, pA, D =p] + 
Ag + rh i 8 T,A,B,K,,Q 3E P IH. 注意 
L.G.p.A.u) = Te + AtAt B^ p, 
651 84.220,22 X. 
FTE) = dz: MO«r)Oso—zHpfCG tw) «f(x. 
(2) 
FO 是 一 开 锥 ; 当 了 为 Wi - BE FO) A. BW =e 
FG) = AF, E). 
6.2.15) X zd VOPCD 的 局 部 弱 有 效 解 , 则 
FZ) f) Ky CO = ©. 
6.2.29|28 TOW C FADA T W^ 7, RJ 
TOW? = FAR). 
证 “只 需 证 后 者 . 任 给 = C FA) RPE TW: ,可 设 z 一 
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Pcr cGEzC€TOW.H Tz Cw MHL 2H Os PEW’, 
(0,72) zm p, W ip, Tz) z2 0,0 € Wi, 于 是 当 0 之 :0 时 
有 

Ox; (Qu (Tz + fG)-— f+ ez — 3) 

= (p, Tå + o0) «0, 
UFR. REE) CT UW: AIT OW? = FE). T 

6.2.3 Fritz John 定理 Wi (O S6 Y; ,K C Fpa) 是 一 
SET NEA EG BRAC RH ROD) AMR. ATR 的 局 
PAAR. WA 026 Co,2,20 € WI X Z^ Ll LG. p.À.20 
€ K'a D DED AØ t LTA E DnE 
Y = R", NA Q = R}. 

证 明 略 同 于 4.2.3, R Jé IG R K = T UWS. 可 设 K, A 
CEM E 3.3.3 8 056 p € Wi,T'p— 0, R i= On = 0 
了 ), 于 是 K; =— T'Wi (4.1.2). 

HZ = (0),6.2. 3 自然 用 到 问题 

min f(x), g(x)z0,r € D. (3) 

6.2.4 定理 i$ Wi Q,K C Fa) fÉ—3E RABE 
(3) ORB RARE. SYD QA eg € CA RCA) +K, =Y, 
WA 0: (AE WLX QT pt AAC K’. 

X YT RESO HE h 6.2.3 1:164 TRE E FR] T- 
4. 2. 6. 

6. 2. 5 Dubovickii-Miljutin 定理 i M,C XQsxijsm» 
€ M =N MRo = FAE), K; = FOM XY Spm), K, = 
K(M,,3), K OSK 5 Sm) AES r4. 

ti) 车 三 是 问题 

min f(x), r € Mj, j= 1,2,7.m (4) 
的 局 部 绊 有 效 解 , 则 K OS jm} 为 SOS( 参 考 $4.2). 
Gi) # M; SLM? D OMS OM HOLS X uch A 
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3.4.2) 县 * FEES, (KR? c0 jm) A SOS, UI x EGO EL CD 
的 弱 有 效 解 . 

证 明 如 同 4.2.7. 著 到 一 了 ,天 RF, GO dez RU 6.2.5 
"RED A RE RAK 10 x; j X;m + no} A SOS. 进一步 的 研 
3t RI BH [126.127,130, 131,154]. 

以 下 设 D= X,zEM=GNH. 

6. 2.5 0E X. BEA») € QV; M0}) XQ@XZ', 合 
LPA D = 0, fk x A K-T AR BR oA es K-TRE UE EXE 


f pE 地; , 则 称 工 为 强 KT A. 

由 6.2.3 直 接 推 出 (参照 4. 3.2), 

6.2.7 定理 RWIAOHY ART BRAC RHA 
RCB) = Z. d TED 的 局 部 弱 有 效 解 , 则 以 下 每 个 条 件 推 出 去 为 
K-T 点: 

GQ) (A,B)? X— Y XZ AMH; 

ai» NCB) Q A" (Y? + Rec?» se gh 

Gu) gA * fh, hir) = Br — 6, ARETE XM giio« 
0,AC2) = 0, 

下 面 作 类 人 于 引出 4.3.4 的 分 析 . 首先 注意 到 ,是 (1) 的 人 K- 
T 点 相当 于 


TW NOD CA" Q TF ROB) ZO, (50 
UKCXE-duhi.WisQ.mHmo mra 
KfYTOW*—(0,— K'C A'Q- RO" ). (6) 


FLEET OW = OK 6.2. 3 Z EG TM EH K-T 点 .车 
TOW ATOW) =T Wt 5 K* HW SOS. 2. 27,78 
H0szu€ c KO T'W'gib&s&RIi Oo (5) 基于 此 ,有 与 
4.3.4 相 当 的 以 下 结果 ， 


6.28 EE WR Wis O72 2) WARSA. 则 议 下 
$$ A SR E Hx K-T A. 
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G) —KuG) = NOD (1A"Y QOO B A'Q-- RUB‘) 887 
m: 

Gi) gsh € C, (A,B): XY XZE K, BIB AQ + 
R(B*) 88* ff; 

(iD Ku) = NDNA K, K RCD) A, ROAD + K, = 
Y AN(B) + A'K, =X. 

TEMA MER 4.3.4, RER K = KO 验证 (6). 

将 6.2. 7,6.2. 8 用 到 问题 (3)(D = X) 得 出 : 

6.2.9 推论 Wise QD. ERGO WIRED AUR. 则 以 
下 每 个 荣 件 推出 三 为 民工 点 : 

(D) Yiz QuRCGA) =Y; 

(i) A^ 十 Re) 天 C55 

Git} g A « HAs € XigCi «0, 

4o A"qneonT^wi-OoHBHA Qum'H; 

(v) g € CL,RCA) +K, = Y, 

下 面 考虑 运用 择 一 定理 , 令 (x) = f(x) —f@), zB 
(1), (3) 的 弱 有 效 解 分 别 意味 着 以 下 问题 无 解 ， 


Jr € Dif GO E Ogir) EO RNC) = 0; (7) 
Az € Dif GO « 08) <9. (8) 
问题 (7) 可 疏 写 成 ， 
3r € DN Hif (G2 &O.g(0 XO. (9) 
相应 于 (7) 一 (9) 的 备 择 命 题 是 ， 
AA WE (WIX Yt x ZONO: 
(pf + Ag + ph) D) > 0; (7') 


JA € QVi NOD X Yi: + AgGO)IO; (8) 
JANE (QE N(ODD x Yt. 


(pr 十 Ag) CD (1 H) 2 0. (9) 
由 得 出 4. 4. 1 的 分 析 则 样 得 到 ; 
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6.2.10 定理 HDA 是 问题 (1) BO SEC RIORELCE E RRLCTO 

与 (7') 两 择 一 , 则 有 0 关 (uA0€cWixQxZ'.ü 
L.G,p,À.1) € (ID — =z)’. 

应 用 3.4.2 59: 3.6.8 nj 4f 6. 2. 10 具体 化 . 

其 次 ,利用 3.6.6 得 出 (9) 与 (9') 两 择 一 ,可 得 到 4.4.2 的 以 
下 推广 ， 

62 11 定理 iE WE SYL CREE OI SAO = Bx 一 b， 
RBA: ie EH ES Wu Y. - xa XS x POA 
zle JAE H YMO hg GD) <0. # Tr E VOP = X) K 
给 有 效 解 , 则 三 是 民 -T 点 . 

f Z-—10)1858]: 

6.2.12 推论 BW SY! GS ROB) AW 
Y,- mB SSE XY MO (2) 0. BER VOP OD = 
X) BOSE RUE M TE K-T m. 

车 下 是 (1) MRES ARENB) N A'K, C Ku), W 
TOW? N N(B) N A^K, = (7, 这 意味 着 问题 

jr € N(B): Tx «0, Ar € K, 
无 解 .于 是 可 用 3.6.7 得 出 (参照 4.4.4): 

6.2.13 定理 iE W LZ OK, SRB) AAR. A Eh 
EJE NCB); QMO},AZ) <0. E TE VOPCOGQD =X 的 局 
HHA ARN NA K, C. Kum Bj x í&K-T A. 

He Z = {0} ff 

6.2.14 FER WS OK, ABR AUK, C K;CO QUE 
BH Ase XL QQN(IO ,Az) 之 0. 若 了 是 问题 (3) KARS 
有 效 解 , 则 三 是 下-T 点 . 

车 久 二 RR',p 二 (pi) € R3 RR We 二 0 时 ,在 方程 
LG. pA p) 一 0 中 目标 水 数 /完全 不 起 作用 .因此 能 肯定 bE 


R 的 结果 有 重要 价值 .下面 给 出 一 个 这 样 的 结果 . 
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6.2.15 JE ((145D. dE dimX «oo,W = R',Y =R",N, = 

ix € Gs fjGO EFA QE 5 DT,N — CEN x Je FSLLOSD Of 
FD=X) ARH. H 

K £(TR") N CAPRIO Cf) co KNE), (10) 


WA (B.A) € RLX RL LZ.) = 0. 
证 由 3.4.13, 只 需 证 问题 
jz € Xi Tz« 0, Am <0 (11) 
LR. E EADH. AEK. RWT 过 0,T, = JG). 
RIFO, € COKCN x) Bt s, — D) auzu ez — co) HP an 


Z0, Sia, —]l.€ KN sE) Hl tay Zurba y 009— oo) y E x, 


def 


— hg E NSW] flew) Sf «so. ARAG) 
BE BR Bohra) SCE) GEHE HR Ts 20O MAT 22 0,48 
HFE. Cc 

注 WdEK (ico KON) 恒 成 立 , 因 此 条 件 (10) 即 天 
一 让 1co KCN, ,z). 关于 使 (10) 成 立 的 具体 条 件 参 考 [145]. 

"John 充分 条 件 ”4.5.1 几乎 不 必 改 动 即 可 用 于 VOP: 

6.2.16 定理 设 (p,4,1) EWIXQX Z Wie LG p. à, 
上 = 0, 则 以 下 每 个 条 件 推出 五 为 问题 (1) 的 严格 有 效 解 : 

G) LPÄ D EEEF MACE) PE DO; 

Gi) pf 5 Ag + ph 2-H ZK FE M AYE, r) PRA, BR 
PAF sr )- Didar +e mo 

GD PS Ag ph ZEB RE 用 为 (P,r)- PR AA 
BANA BASE nO MA tr oe rt 0. 

以 上 条 件 中 的 *( 玉 ,r)-” 等 可 同时 疏 为 “7-” 或 尽 行 删 去 . 

以 下 结果 与 4. 5.3 相当 . 

62.17 定理 Aw) € OQV1 NOD X Q x Z^ 满足 
LAF. GA, i) 二 0, 则 以 下 每 个 条 件 推出 工 为 问题 (1) 的 弱 有 效 解 ， 
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G) LO, 9,À,22 ETEF M AEF- Hor So; 

GD pf 5 Ag + ph dE x XY M ^ IR CF y)- fr 5S CF ur )- 
Pw ter 2; 

GD pS Ags uh HEE AF M 43 DR CF n)- is CF) um 
SG rn HUS an tr tr" um. 


若 声 E Wi. SA ATERU TARO BEAR. 
证 845.8, 54 CO Ciii) 之 一 满足 时 , 7 ZAR 


min pfr), r € M (12) 
的 最 忧 解 ,于 是 定理 结论 由 6. 1.5 推出 . [3 
3 fp] 84 6 E up 3€ [1217]. 


下 面 的 缚 果 哥 看 作 是 4.5.5 的 推广 . 

6.2.18 定理 设 dim 和 < co, 则 以 下 每 个 条 件 推出 元 是 问题 
CD 的 严格 局 部 有 效 解 : 

a (TOWE) N AQ RIB")? KO; 

ai) K, HE de € Wii" o, (NCB) MN A! K)N(0D > 0. 

证 BRAG 满足 , 则 有 PE Wi. —T'pc (4 和 十 
RGB" ”于 是 未 是 问题 (12) 的 严格 局 部 最 优 解 (4. 5.5) ,从 而 到 
是 VOPOD 的 严格 局 部 有 效 解 (6. 1. 50. SRG 满足 时 证 明 是 
类 似 的 . C 

用 类 似 的 方法 可 将 4. 5.8 推广 于 下 ， 

6.2.19 定理 APA K CX 27M, A 

sup inf 了" o, KN SCX} 20, (13) 


eee 


N TERED 的 严格 局 部 有 效 解 . 
证 ”只 需 指明 :条 件 (13) 推出 dp € WLP > 0,Yz EEK; 
(T" p,2) > B|z|, BEST Fi 4.5. 8. C] 
$53 WH. 045,121,123, 124.126. 127.130, 133. 137, 141, 
145,147,198]. 
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$6.3 非 光 滑 最 优 性 条 件 


Ak xp [n] t 
min fix), glr) & O,h(r)-—0,rcD (1) 
得 出 $4.6 HARRESE. UPR TE M=DOGNASS; 
gh ftx BH Lip. 
6.3.1 EE EW — R'SY —R',K C FSOD 是 一 非 空 开 凸 
i hdk UL C RHR) AAR. 车 三 是 问题 (1) AARS 
ARH. WA Ot (RÀ, € RLX RIX Z',p = (A 
CAD CA T BERI JE ,使 得 
( Piaf OD + Pag GO + BRINK x0. (2) 
A D AHD +G WTR K = Fa), K = D-r ATE 
D', MOOR 
06€ Sma Cz) 十 PAG) 十 B' p. (3) 
证 RRR EGO —0,RGD — Z, Vu, € 9/,0D v € ag (2): 
uu: SKa aw 1 人 1 人 mm} BERETARA 已 
不 待 证 ). > 

K= iz: AKEn) LO AUKEA), 

K= {zig (ano 0 Gim, 

K, = K, Kı = N(B) = Ku (%). 

则 KK K: 是 非 空 开 凸 外 ， 

Ks = DR Aafia) ,Kt = MR. 3g) 
(4.1.8).K3 = ROB’). Bz € XAF T), W 3540.2; x, 4 X 
个 大 有 AG + te) PAG. TE 
f +42) — FG) 


t 


4 


fr OE 2) > lim sup 
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FG tz) — fO + tz) — 
Hj 


dz E Ko WK, CFA), HK, CR), AE 


= lim sup 0, 
J 


AKC F,GO (1 Fela) f] Foa) (MN Kal) 
站 


CFR) KyG) = (9. 
余下 的 证 明 如 同 4. 6. 1. 口 
6.3.2 定理 ([155]) EW = R',Y = R", Z =R, DHAR. 
TERMO HBR EE. k> 0 RAK WA OK Ap) 
E Rx Rix R’, 使 得 


GE ALG PA p) + bad Cr). (4) 
BEE D*, 则 式 (4)? 威 为 
0 € ALZ, p, A p). (5) 


dE BME fO —0.8) — 0. BEAR > 0,9 f= 
f se, = (1.10); = Gag A) T = (RY x REX ROM 
SUP Vt = (p,A,p) € T. SE X. 

Ger) = rar) = LG f) + Epe). 

BRE TEOD 的 全 局 弱 有 效 解 ,Lip w «B Lip p «e 于 是 
Plr) = max plr) 有 定义 且 Lip a <a. 

fre DH t= (pAA ET p= (tp) ,A= A) m= n), 
使 得 

gir) = Ala) = Dafal) 十 SA GO + S gh Go). 
HH x 88 ARE. Heg] d. prn m p 
Wap. 
9, — (fürs asg erg. 

则 可 指明 pir) 一 (d = 1$ Go hr = $0719. 60 | Bx 
唯一 决定 . 

REG ec) 一 Jne<infgia) + ne WS vne, ii 
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1.6.4 8 zx, € DN BG, Yne), 使 得 
ghz) 一 min Face) 十 fe |x — x]. 
余下 的 证 明 与 4.6.2 一 样 . O 
MMF 4.6.3 引入 以 下 术语 ;车 存在 (7.4.2) € Wi NOD 
XQxZ',fti 
0 € 83f;CD + gi) 十 ^y) (6) 
= of IR Ur RW = R, Y —R',Z = R^ HA 
0€ AAG) 十 MAGO 十 Mina). — 0D 
BIER FMA) 的 广义 用-T 点 

以 下 结果 可 看 作 4.6.4 的 推广 , 

6.3.3 定理 i x € D^ 是 问题 (1) HAMA ROW = 
R',Y = R", MATETE PESE x JÉCI fp X. K-T A: 

(D h Æ TAEA C ERRO — Z. BE Ee € N(B), fi 
g^ G,z)« 0 (i € D), 

GD gi《Yi € D) dE z XCE MAP XC AGO) = Bx — b, 
ROG) = Z,H34 € Digi (i) « 0,hCQE) = 0; 

(ii) Z = R^,vYu € ag, CO v; € dj Liv; i € F1 
< pl 线性 无 关 ， 

(iv) Z — R',3z € Xig? (Zz) «0 (Vi ED ALG, Ez) = 
OY v, € dijo s 1x5 7 x pl BES. 

证 BERIO) — (v) 之 一 满足 , 则 依 6.3.1 或 6.3.2 有 0 
ADAM) € Rx REX Z' ,使 式 (3) 或 (5) lr. t p — 0,8] G. 
A) 950,0 € SAdg, CI) 十 Ghz CD). 余下 指明 这 将 引出 矛盾, 因 条 
fF GO ~ Civ) 如同 4. 6.4 中 一 样 , 故 证 法 与 4. 6. 4 并 无 不 同 . (J 

ATED 4.6.5 4.6. 8, REK, DA § 4.6012),013938 


$ 


Y —U [Doan ER B lel = 1]. (8) 
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BR. ZEOAPKKTR SOCK +E S -—V¥N SH. 
基于 此 ,可 以 建立 ， 

6.3.4 EXE. EWR EBE HAREA RIE. $O 
A397 BIS EB. K C Kua) D,K iK $4.602) (22, W ZÆ 
VOPCD 的 广义 K-T &. 

证 ”车工 非 广义 政 - 工 点 , 则 (一 至 ) [1 $90.59, V sS" *& 
P. AEHL. 1.3626 X fe — OE D Oe). 这 推出 (于,z) 之 
0, GP,2) X 0. 前 者 推出 让 (于 ;z) 之 00 an, MAE 
FADS 6.3.1 之 证 ); 后 者 推出 z € K C 下 w(T) (参考 4.6.5 
之 证 ). 这 得 出 = E F(Z) Ku). BF 6.2.1. O 

6.3.5 定理 UEW — R^, RES] SL CIO WRAY IK 
(8). UE OTS) AO Nau C (D IR § 4.603) H TE 
fa) BCL) AYO K-T Ax. 

证 AVANTE) = 他, WUA E X, PEW 之 
(Ti (@) 52). BORE z € F,C),z € TuG)C Kw(7T)( 参 考 4.6.6 
与 6.3.4 之 证 ), 得 出 矛盾 ,余下 的 结论 是 显然 的 . LJ 

4. 6.9 有 如 下 推广 . 

和 3. 在 定理 #2WiAC YL AR Ehi; hlr) = Brb, 
C EH =A O EXW.IXY.- KAO x He 
*lsc;dz € HV} N Oga” 之 0, 若是 问题 (1)( 对 于 DD = 
X) IB SS RE LE E JOD A X K-T 点 ， 

证 x Gg ERE RAS In] E 

3r € H:i) — fC) E 0ga SO 

无 解 .由 3.6.67 (o,20 E WIND CY E COS + Ag) CH) 
zz pfo. 如 同 4.4.2 之 证 ,由 此 推出 AE€ Q, 

PIE) = (pf + Ag) (x) = min (pf + Ag)CH). 
如 同 4.6.8 之 证 ,由 此 推出 

0 € af.) + dgi (3) 4+ RCB* 2, 
这 表明 王 是 广义 民 - 工 点 . 
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应 用 择 一 定理 亦 可 得 出 局 部 最 优 性 条 件 . AW = RY 
= R",7 是 问题 


min f(z), glx) <0 (9) 
AS Fy Bb 5 a A X52 Q3. 
jz€ X:g/G,e)«0 Wied, a0 


则 和 由 6.3.3 Wz EJ X K-T 点 .下 面 给 出 一 个 基于 择 一 定理 的 证 
BR. [73 REI 
Are Xf Gir) C09 TR) EO (Gsxiznicl) 
Dr TGF CR WAR x € FAE) N KcGO 825 4. 1.80. HE 3.4.8( 注 意 
到 条 件 (10)) f (9,20 € RY NOD X R ,使 得 
Ma) GuD + Mg Go) 20 We € X). 
这 恰好 意味 着 (参考 2.2, 1,2. 3. 3) 
0€ al Saf? Hed + She Ed), 
C Meade) + Mag GO, 

可 见 东 是 广义 开 -T A 

$4.6 或 86.2 中 的 充分 条 件 都 可 在 本 节 的 框架 内 推广 , 例 
如 ,4.6,10 或 6.2.16 有 如 下 推广 . 

6.3.7 定理 RAW CWIXQXZ' 满足 (5), 则 以 下 每 
TREH EREC 的 严格 有 效 解 ， 

D LOPA n) 在 开关 于 也 为 广义 (下,r)- Pun zm 0; 

GD pf ag ph Z. —Te ZRF M EI" ME) Piers. 
ATA AAE, )- Wor +r So; 

Gil) pf Ag 5j ph 2 —fe E RF MAP MCF n )- PE, 
男 两 个 在 不 关 于 M SM MCP n- POR MCF ry) Be, 
ry tr, +r, 0. 

以 上 下 如 1.5.5 且 是 取 定 的 . 

DAE REX Lp M MIs E MZ) 4263952 
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是 pfG) s ps) Ag Gn) s Ag CO ahir) = 0 = nh), 
Lr ,0,3,/0 LO ,p,A,p). 
ERE WI inf] 4.6. 10 SE B SE Gi, GD 中 任 一 个 引出 矛盾 . 
ti 
下 面 考虑 6.2.18 BU 3EXERERET iR D HK § 4.6013), 
Y =U (af, GO: e € Wi). 

6.3.8 定理 j dim X < co, YAD € Wi1x Qx Z'. 
Of Ag uh Co SOE Teguh XE ER. ECC 0 (1 9^ s CO. Wi 
T 为 问题 (1) 的 严格 局 部 有 效 解 . 

证 ASMA. MA r, € MMF) ,使 得 Sm x Go 
SJE G n = |an, — Fle, =, — Ft We, = Xo trta 不 
Wd zs: E SX). YAD CWIXQXZ' ,有 
EJT + tz) — pf(x) 


F2(%,2) = lim 


A 
< lim pf Œ 十 n) — fla) _ 0, 
, Agt{ 一 Agíx 
gi. lim gir uS gx) 


m Ag Cr + tz) — Aglz,) =o 


«li ; 
a t, 
hoya) = lim A+ he) T whe) _ o, 
diu € 3g, ,v € H(z), Dy " 


fut vr) Lagu Ez) + ASCE.) SO. 
HD A,—z€'.H8 wc (— VoO[| 4, Metz) «90. A 
— w E 3f,G.0 € W3, Wi 
— wlz) x5 f, Ur.s)zn0. 
得 出 予 盾 ， L 
参考 文献 ;:[45,53,99,154,155]， 
* 164+ 


$64 tf BM £ 


6.1.5 表明 ,在 一 定 条 忻 下 ,一 个 VOP 可 转化 为 一 个 标量 最 
优化 问题 . 本 节 在 更 一 般 的 框架 内 讨论 此 课题 ,基本 思想 源 于 
[144]. 

ee fs XW, p: X ROM CX. 35 B fol 8 

min f(x), 7 € M (V) 
与 min gr), r € M. cS) 
分 别 以 五 与 WE, ARMY) HARB SS ARH. Ei 
fay ACS) 的 最 优 解 集 . 

6.4.1 X. (144). — i Vx.y€ MifGo x: f — eG x 
ey) FG) « FGXLFG) « fG] > Oa) < yy), 则 称 问 题 (S) 
ACY) ASR RS BR LSS V4 I9 C 3B 

直接 看 出 , 若 问 题 4S) 是 CV) 的 标量 化 ; 则 E, CE; OO 是 
(CV) 的 弱 标 量化 , 则 EC WE, BC AOE fH. B,C E, 若 
E,— E, R E, — WE, 则 可 以 说 问题 CV) 与 (S) 完全 等 价 . 

构成 标量 化 的 基本 方法 是 令 2p 一 ae 六 sz :全 一 下 是 适当 的 单 
Wee Wa b> ula) Suh). Au YAH aola <i] => 
uCa) < ulh), DE u 严格 单调 [ 强 单调 ]. 显然 , 强 单调 之 严格 单 
Wo 单调 ; 当 W 二 RR 时 , 强 单调 c PRD Duc WIN ud 


Weve WiuePF&emSdeuecWiNOoLucWLI-umay,. 


当 W AEWA tt BMH Owe WE. 
6.4.2 命题 ”问题 (S) BV) 的 标量 化 [ 弱 标 量化 ] 的 充 要 条 
件 是 存在 强 单调 [严格 单调 ] 函数 & : / OM) REE ou f. 
证 ” 设 (S) 是 4Y) 的 标量 化 {[ 红 标量 化 ] LR PO m f(y) 一 
gr) = 9X0, Bl Ib B afr) = g(x) 确定 地 定义 一 函数 
* $655 


ui fIM)—R.Husf/-—45]H6.4.1 直接 看 出 4 强 单 询 [ 严 格 单 
38 ]. 条 件 的 充分 狂 是 明显 的 ， L} 

6.4.2 表明 , 求 问 题 (V) AD p CAE a de) 相当 于 求 一 强 
单调 [严格 单调 ] 函数 x. 为 研究 方便 ,通常 还 要 求 # 具有 某 些 较 好 


的 性 质 , MERE OAR Wl Re € Wi 
NOKSA 6. 1. 5), 但 有 时 需要 采用 某 些 构造 更 复杂 的 PO 
LERT. 
64391 PRE ae WE Wl ENX 
uCr) = min (£5 x & a TL t6),x € W. 
ARES: 到-* 及 合理 定义 且 严 格 单调 ,于 是 zx 给 出 问题 (V) 的 
一 个 弱 标 量化 ， 


min min (t: f(r) xa + th}, x € M. Gu) 
BR, a TEE CS, E) B DL RE ejr € R: (r, 是 问题 
min t, f(z) Sa 1 tb, x € M (Fie) 


HR. 注意 问题 (Fw) I ET — EUER TE LB B ER RC 
简单 . 3x — RE s n EEG]. 


2° Ea = (2) € Ry MM w(x) = min a,r Gr = (x, € RO fe 

R' 上 严格 单调 . 因此 , 当 W = R 时 问题 (V) 有 弱 标 量化 
min min af (a), r € M. (5,1) 

这 一 形式 的 标量 化 见于 [225]. 

4.4.4 引 理 SGEW HRRUY (CR). 存在 强 单调 或 严 
ERWA u WR UGO =u OC) RERIN 

YrcUGG.,»CcU().y—tfxnrytrtes (C) 
S VrcU(Q»yCc€UG)syotzsrcy-txs:() 

证 明 是 直接 的 . 

6.4.5 定理 ([144]》 RWWA 个 , 则 存在 严格 单调 的 “ € 
CW), E Ep 一 WE,.puu Jf. 
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证 ”不妨 设 WE, + OUR e € Wi \{0} My, Bs 
6.1.5). 令 A= fC) +W Wi 6.1.18 

S(WE,) C wmin FM) = wmin [/C(M) + W] C aA, 
MIAH. IR e € Wi, 令 UG) = 3A + te. 

PuEQUO :rCRHESXW.Nogac W.rCWE, &t-oo, 
W|a- fF +LeE iw, FH 

a € f(x) + Wil te CA te; 
a € fi) —WicteC A +H te; 
后 者 即 a € A 十 te. 因此 可 定义 
f, = max it: a € A + fei, (1) 

旦 直接 看 出 a € AA + te = UC). 

2 SS uESR ECCO. ha € UtD,6 € UG). Base, 

b C a--W,C 23A -F te --W,4C À d te, 

于 是 由 (1) 有 :所 t 必定 如 二 5, 否 则 由 65EUG) 门 Uw) 有 a'， 
b E dda’ — E — (t, — e.a! « b! Rb «a! ,这 矛盾 于 6. 1.8. 车 
a « 5.90 d 2 s BM t= s SHE SE at € 2A Ma! UT 

由 6.4. 478 Re WOR BUH. Se 
=uof, 

3' IE u ER. He REM MWA y € UGD y, CUGO y y, 
但 july.) — ut] — |t, — el Be dein 无 关 . PML, — 2 
= E. W y -—a-bte,y, =a, + besaran € 2A, Bl n — co Bt, 

a8 —a, y— y, G,—0ec WE, 

ik 5 6.1. 8 Jj. 

4° E E,—-WE,BGAE,CWE, 3z€WE,WJ/GOC23A 
=U) = u0), FEAT 一 0. 其 次 ,YrEM :有 Fi € A+ 
Qe AK fan 2 0, M T OO = fia LO, FETE Ep 0 

车 以 Ei RWE WI SEDE AG 6.4. 5 相似 的 问题 要 困难 些 . 下 面 
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是 -- 个 有 限 维 结果 - 
6.4.6 定理 人 1144]) BWR FOOD 5 FOE 为 紧 集 , 则 
存在 强 单 调 的 x E CORD BE 5 Epp nu * f. 


证 WHE, QUOSQUE ula) = (per) p € RL, BF 


6.1.5). RE p € Rz, |p) = 1. A= SE), 
KG) = {r E R} (per) = +t}. 
ASAD, AKG) 为 紧 集 ,了 MD) Y CA — K (00 — DY > 0) 
de> 04 
AM D CEA — KG) + B,e)] = @ @> 0). (2) 
a iW t— co Af ¢, S242, = 0, 
B =el Ute € Rt d(x, KG) & 8/2). 


易 见 RY M0} CB; r— oo B[ KO) + BO) CBsYa € Ai 
ED Q (a — B) — (al. ER 
A(t) = min (5,sup ir: K(f) + B.C) C B)).tz 0, 
则 ACO) 一 Osinf AG) D> 0 (Yr > 0 不 难 构造 一 严格 单调 增 的 有 
JE SERE GO RO SG VAG SO). 
^C =K + BOSEN] C 是 闭 集 : 设 x 二 yi 十 名 一 
ey ERG). E BOSG M a ART z r, MT oy 
=y FEL AA A AA rom tO s 一 5),z € BO, 
sQD,yC€ KG) = ytre C RRR CCOR, He 
C+ (RL NOD CC". (3) 
Wreoce KO) y E BOO D € RA SMOL Ber tfi ic t+ 
z€ Kir), w 
z+ ytre K 4+ BO, GO) 
CR) + BtO,s(t)) 
C EKGO + Boo ste] Ce’, 
ftf (x.a) € R' x A. 
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(r.a) = inf i£:a — r-rtp€ Cj. 
E We: RX A+R ER. zy. WC 有 
a — r + wCy.a)p— a — y + eCy,a)p + Cy — x) 
Ec+ (RANG CC®. 
FRA ez 0,ffe — r t [ya — e]p € C. BN if 
wlr a) € olya) -— € «C e(y.a). 
这 表明 w(x,a) 对 x BRB. 

AA RRA eM u(x) = min w(x,0), 易 验证 4 X JE 
H.F 9o—us f WE CE. Are Mac ARETO 
有 a 一 f(x) 十 tp Ec, i 

a— fx € C C Ip CC - (Qi MOD cc’, 
AEE c2 0:a — (x) € KE) + BOs), 从 而 

f(z) € fXOM) N LA — Kr) + BOG], 

这 将 与 (2? 了 矛盾 . 故 

ef Cz),a) = inf (t3 a — f(z) c tp € C) So, 
从 而 e) 20. di xz € EM fir) € A, ta — f(x) Ba — fx) 
T0:p—0€ Ck ox) = 0, Et x € E. 8418 E, —E,. O 

$MM 45,102,144, 164,224,225]. 


$6.5 Lagrange X (BH 


本 节 推 广 $5.1 和 $5.2 的 某 些 概念 与 结果 .由 于 向 量 序 与 标 
其 序 有 重大 差别 ,对 偶 理 论 的 推广 有 一 些 难 以 避免 的 困难 . 
6.5.1 7E BL: Dx K~W ey) CDK 大 .车 
L(z,¥) € inf LCD, y) f] sup LCr, K) 
或 LOr,y) € winf LOD,y) f] wsup LOz, K), 
WiERCE.SDO LEDXKLrB8pE SERA. 
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pnm Mem 


车 W = RW AE BOSE CAS EE SL SRE EE $5.1 意义 下 
的 鞍点 .6.5.1 中 采用 inf 与 sup, 而 不 是 见于 许多 文献 的 min 与 
max (£45 [41,143,210 D , Æ BRA MBER {E F TE Ros HB DUE X 
的 某 些 优越 性 . 

为 构成 问题 

min fir) gir) & O,h(x) = 0r E€ D (1) 

的 Lagrange Xf fS, fixe 5, A oH Lagrange BIS. 为 此 ,可 采用 
LARERE. TEREE KEL] EA a. 


取 定 eE 你. 任 给 和 ETY EZ SARA De B = pe. 
wb, YW) = (e € LO,Wo:eY C Wu). RE- AESC 
Li YW) 与 子 空间 荆 己 L(Z ,W), 使 之 满足 条 件 ; 


(C)VAWEYLXZ AES BET, 
cE XC Ye Lagrange 函数 为 
LG,s,r) = f(x) + aglr) + tht), (2) 
G,s,0€DxSxT. 
Liro, BE MIR SLT iik. NR S— L,QWOo5T- 


LZ, W) 是 最 大 的 选择 :最 小 的 选择 是 3 = AAE Yi, T 一 


(Ua € Z'). BW = Re 一 (1,1,…,1), 则 对 任 给 4 二 (4) EE 
R+， 有 
Agta) = ( Sog GO, MA CO) Ld, g(x)), 
ti 38 id 9 fKL210]). 
X r E M, W Lir, S, T s fi) = L(G,0,0). #2 € DM, 
Hp tgo C0, FEJAEY aaga) 0, BENE REA 6 C W, 


def 


Mt oo Bh A Lert À,0) = fir) + ate > b, SX HR AB UH 
fir). c M, 
A, rE DM. 


max LGr,S,T) = sup Liz, $, T) = 
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Wf EL. ERCD HE ST 
min sup Lir, $, T) z E€ D. 


于 是 形成 (1) 的 Lagrange 4H 


max inf L(D or (or) € S X T, a7) 
而 将 相应 的 “Lagrange 8854 B EXA 
max winf L(D,a,z),(0,r) € S X T. Cl.) 


6.5.2 定理 ”以 下 条 件 盐 相等 价 ; 

G) G,0,0 Æ Lren EDX (GS X T) ERR; 

(ii) € M,fCD € inf L(D,s,r),0g(x) = 0; 

Gi) z E(s,r) 分 别 为 间 题 (1) 与 (1') 的 有 效 解 且 

FG) € inf LCGD,a,7). 
(6.7) R& 1 2 OAR BRS 
inf LCD,o,7) f| max [ Yinf LG ,2,:)) ze C. 

iE (D Gi). RG BE LA z eC MC 否则 sup LG,S,T) 
= (2.5 LGO,o,7) € sup LGG,S,TO GO, T sup LOG ,S,T) 
= fGDAmfG)-LG,e,D0.ik MES (5) € inf LOD,o,D, 
üg(x) = 0. 

Gi) = GD. & GORA. EROR EOD HARM 3c cM, 
Fad PQ) 4B LG 2,0 Sf) RFS (® € inf LOD,o, 0) F 
盾 . 若 to,T) 不 是 问题 (1* ) MAR, WAC) € S X T iw € inf 
L(D,6,0) : w > f(E). 4 LOz 0,0)  / 2, 3X 5g w € inf LiD, 
zz) FA. 

Qu) > G), BARE) SE. rCHM,TE 

LG,2,r) = f(x) 十 og (3) KF) € inf LOD,8,0), 
iki dH og(Z) = 0.8 

L(x,c,r) € inf (D,¢,t) (1 sup LE,S,T), 
即 ( 去 ,ar) 是 工 的 鞍点 . O 

6.5.2 推广 了 5. 2.1(). 6.5.2 的 荣 种 特殊 形式 见于 [41,143， 

210]. 
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类 拟 地 可 以 证 明 ， 

6.5.3 定理 Bog) = 二 0, 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 

G) (ET 是 工 在 站 xx SXT LMHBRA; 

(D x € M, f(T) € win LOD.9,7); 

GD FXG 分 别 为 问题 41) SOD 的 验 有 效 解 且 (3) € 
winf LGD,c,T). 

如 同 在 $ 5.2 中 一 样 ,可 用 择 一 定理 导出 对 侦 定 理 . GO 
= f(r) 一 A/() ,考虑 备 拌 的 一 对 命题 ， 


3r € Dif (r) «&O.g(x) «i O,hCr) = 0; (3) 
3A) € QV; NOD X Y3X Z'i 
(e+ Ag + ph) 0D) > 0. (4) 


65.428 BARDS CO PEHEE — LU] m EC BARES 
e3GDCcSxTiÓiG,G0E LÍIEEDXGXT) EBMBSEAH 
eg(r) = 0. 

证 FG. RLY BRAR ag) = 0, H 6.5.3517 
J& OO B5 58 RP i E RR] RE CIO. 的 弱 有 效 解 , 则 命题 (3) 无 
解 ,于 是 (4) EROA phe plte) > 0. 4 6 = Aa. t = n/a, ll 
(0,0 € S X T,i COD HEM og CO) = ACg Ge — 0. 

(PLCE T = pf) « (pf + Ag + phy CD) 
= (0,L(D,6,r)), 
& p. FCF) = min (9, LOG ,2,7)) JA 
f(x) € wmin L(D,o,7) C wint LCD ,a. 7) 
(用 6.1.3,6. 1. D. B 6.5.3. Ge, 0 REL 588 E S. 站 

6.5.4 推广 了 [41,Th, 2]. it 6.5.4 rg 36 — E" AR IER 
体 化 ,可 用 适当 的 择 一 定理 ,例如 3. 4. 2. 

下 面 是 6. 5.4 的 一 个 变种 . 


6.5.5 定理 iW BS Wiz Ø JSIM HW,- #0 


+W, nBhvecWi:.d 
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dx € Dief G) TOR « Ohr) = 0 (5) 
与 30.0 € Yix Z' (oft Ag + HOO S 0 (8) 
两 择 一 . ETERA MESIR EAE] ME CoD € S X 
T EoD E Lg Dx (S KT) KRA. 


证 6.1.5,4 2 Whee fe) = min pf(M). 这 推出 (5) 无 
解 , 于 是 (6) 有 解 (AM,A). 信 FF 如 6.5.4 之 证 , 则 (cr) € S X T, 
Sg OX) = 0, pf (T) = min (Qo, LD,2,07)). 于 是 由 6.1.3,6.1.1 有 
f) € pmin L(D,a,r) C inf LCD,o,7). 
HK. fO) € sup Lz, S,7T), Aw Cr,o,0) Je LL ings. O 
注 从 以 上 证 明 易 见 
JT) € min L(QD,o,7) (| max LOGr,S.T), 
Ej Cro.) 在 通常 的 定义 下 亦 是 鞍点 .6. 5.5 推广 了 [143,Th. 
3.2] 与 [210,Th. 3. 1 ,4. 1]. 
对 于 问题 
min f(r), g(x) £0, r € D, (7) 
其 向 量 Lagrange ARA Lixo) = fOr) + og(r), Tj Lagrange 
XHB 45 Lagrange 弱 对 偶 分 别 为 
max inf L(D,o), o0 € S (7) 


max winf L(D,a), ¢ € S, UD 
& 6.5.3 58 8.6.6 可 得 ， 

6.5.6 定理 UE Yi As BAB OR) dE D EWWLX 
Y.- RBG de € DYMO} (> <0. Wi x £s] B C7) 的 弱 
ARR C 3e€ S.C R LiEDXxS LORRA og) = 
06 存在 5 ES 使 未 与 5 分 别 为 问题 (7) 5S CELO 的 验 有 效 解 及 
f» € winf LiD,e), 

6.5.6 HEP" T [ A1, Th. 2], [143. Th. 3. 3]. 
ith, BE 6.5.2,6.5.5 3.6.64, 


Hk dr 


6.5.7 定理 BWAR .WIS QNYIBGS BNE; Ug) 
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——————— A —M €— M ——— mme = 


ik D ESW.XxY, BZ € DAYN g D KOR E 4 
问题 (7) 的 真有 效 解 (或 有 效 解 且 FM) tW, BD RE o € S, dr 
Zo dE Lt Do S ERRA, Ho EEEO 的 有 效 解 . 

6.5.7 推广 了 [270,Th. 4. 1], [143, Th. 3. 2]. 

6.5.8 BO41D 考虑 以 下 VOP: 


min r,rz;O0,r€ D—[— 1,1] X OC RA (8) 
é 
ES = L4 (R?,R*) = (= d tabd 20). Líix,c) 
E 


=x + gr lz,g) EDxS Eam" jesa 
LAD o= {r + ox: janl] ait = 0} 
= {xla + 10,2: In| x 1) = LOD,0), 
inf LCD,o0) = min LCDs) = (— a — 1, — c); 
(—a--1.—c0, € 22 0, 
[-a—latl] xo, c— 90. 
因此 问题 (8) 的 Lagrange Xf 4B 3j 


winf LGD,a) = | 


max a-n owe es 
ax a " €),0 一 | jj . (8) 
直接 看 出 ,问题 (8`) 有 了 唯一 最 优 信 (一 1,0), 有 效 解 为 于 一 
igo b 

lo g € S 另 一 方面 ,问题 8) AE = (— 1,0 € inf 


LG.,a). Bi 6.5.2, 7,0) BLO Æ D X S HRA. RE Lin] Bl 
(3) WRAAE M — [— 1,0] x 0; 
wmax U winf LID,o) =R xÙ, 


由 此 看 出 (8) 的 Lagrange 88 XI A S878 ERE 0 = 4 € 5. 取 


F = 0,0) € M, Ior — 09 8 ar, — 0. 车 此 条 件 满足 , 则 由 6. 5.3 
&n (r,o) 为 Lr,o) AR A. 
$$ 3 wom. (41, 42, 45,53,137,143, 199.210, 211, 216, 224, 
+1744 
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$6.6 Rockafellar 对 偶 


XHpS5.4 的 内 容 推广 于 VDOP, 难 点 在 于 建立 向 基 函 数 的 共 
ARRSKADHC. 有 几 种 下 有 差异 的 导 和 法. 下面 的 导 和 人 法 在 
某 些 方面 并 非 完全 令 人 满意 ,但 它 对 空间 的 序 结构 没有 特殊 要 求 ， 
因而 显得 比较 简洁 . 

A Fit f: DWF: D=: RE EW 5FFS SC 
LOX,WO,f818 Vu € X^ i ule € X. 

6.6.13EX FMS RR FP" 2X — 2" 定义 为 


F” (a) = max U LeGo) — Fx].e € X. (1) 
rE 
E rw) € Gr F, ff 
aF (x,w) lo € X:o(r) E w+ F' (o)) (2) 


AF Er OX ow 的 次 微分 ; 令 F(z) = U AF (aw). 着 Ya € 
Pa, dF (zw) Æ WR P dg x bue > 
Fr = max Misco) — F'(a)3]. (3) 
ARCH. Vw € Frv € F' GO E wt v glx), 即 对 
zE De EEK 
G(x) € Fx + F'(a) + (W, NOR). (A) 
RODS Young RRC § 5. 3(2)) 5. 由 式 (2) 推 出 , 0 € AF Cr, 
w) S w € min F(D),0€ aftr) e f(z) € min f(D). BRAM 
有 效 点 的 次 微分 刻画 、 
EW = R'e = (1.1.6.1) € Ra € R.A) & 
F Ca) = max Moz 一 Fr) 
C 25 [210,211 D. 对 于 函数 AR (1),(2) 分 别 成 为 
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K^ (0) = maxía(z) — fir): zr € Diae X 
5 airy = (o € Bt etx) € flay + f/* G2). 
关于 Sf G0 Ath ig o£. e TS [158]. 

6.6.2 命 题 ” 设 wEFx, 则 以 下 结论 成 立 ; 

(9 JF lr w) OwE Fr. 

(D F Ex dx SS Fa Fr. 

WE 4G) BAe € air, w), i w € or) — F' (oo. 由 此 推 
Hee Fr 否则 有 5s EB,vE Flow slr) 一 UV; 从 而 vw 之 sz) 
— w E s(x) — Fz, MS vE FG) FR BZB wE Fr WE 
a € Ew € alx) — F" (ao), Mo) € wt F'(o), TERA) 
Ao € {rw ,因此 F(r,w) £. 

Gi) 由 (i) 推出 , (I 

将 6.6.2 ABR P dd Of AOS fr) EC Sz) 4W 
= R H aftr) KOS f(x) = fr). 

现在 给 出 关于 Rockafellar 对 偶 的 一 个 简单 框架 , 8 3E EL 
gy): Dx Y> W, SR-M RHR RH. 

min 2,0), r € D; (P) 
max [—$g'(0,0], c € T, (P*) 
He p Eb E EE 
gp (6,7) = max ioCc2 + ry) — qr, 3) : G.32€ DXF, 
(5) 
(0,7) € Ex T,T & LO WO 的 子 空间 RE A= Ae € TQ 
ACY"), & 
Sts) = min g(D, yy € Y. (65) 
WS: ¥ + 2". 4 Sty) 在 y 一 0 处 次 可 微 时 说 问题 (P) 稳定 . 

6.6.3 WR | 0 € KKF + e" (0,0) & (0.7) € apCE,0) = 
xoh r4 A4 m BO SCP) 的 有 效 解 . 

证 “直接 看 出 0 E gpa, H-g (0,2) 8 — gir,0) € e (0, 
f) & (0,7) € dg(z,0). 
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下 面 设 一 (2,0) € e (0,7) ,这 意味 着 
90,0) € min (er, y) — Thy Ceo € Dx Y)... (D 
A ZARA CP) A. We € DigG 0) « gG. O0 KF JS T 
X CO. ETEO KARR, MA rE Tao € gp (0,0, 18 
pCr.0) 之 一 w RPT 
weg (,D-—maxir(y) — griy): G2 € DX Y). 1] 


66439 BEZOWHÉSESWIZQIGOW, 是 正规 序 
锥 ([93,2. 1. 2 Di Gil) D ARE: Civ) gey) XX. «wise XE y 
AW- A MSO AW- m H 
3*0) = 9 (0,7),5(0) = max[— p (0,7). (8) 
证 Vyoyx€ Ya € J, y —ty, ty, 由 引 理 所 给 条 件 
及 6.1.2? 有 
£SCy + rSCyD C tgXp D yo + t(D, y) 
CAD, y) + WC SQ --W,, 
ALS) AW,- CORE HOD 及 6.1.1 有 
£' (0,0) — max ity) — gr, 2) : Gy) € DX Y) 
= max U [r(y) — D, y) — W] 
JEY 
= max yeo) — min «D, y) — W4] 
= max UEO — Sty) ~ W.] 
一 max Uir) — $Cy)l-5'(). 
利用 已 得 结果 及 式 (3) 立 得 S00 = max [一 9 (00,10). Rs 
(8) 得 证 . C 
6.6.5 定理 假定 6.6.4 的 条 件 满足 .若是 间 题 (P) 的 有 效 
f CP) 稳定 , 则 存在 问题 (P*' > 的 有 效 解 5, 使 得 
一 «,0) € e' (0,5). 


证 APRS y) 在 ?一 0 处 次 可 微 . S 6.6.2 与 式 
(8) 得 
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$G,0)€ min &(D,0) = S(0) 
C $0) = max [ — 9' (0,7) ], 
因此 一 A¥,0) € min q^ C0, 70. RRA TE c € T, (il — eCr,0) 
E p (0,7), 且 二 是 问题 (P*) 有 效 解 . EF] 


86.7 Mond-Weir X1 (& 5 Wolfe x118 


设 gh n] f ‘Lr oT) 与 SF an $ 6. 5, 考虑 互相 关联 的 
向 量 最 优化 问题 


min /(x), g 0 人) = 04 1) 
min f(x), 

tren = O,og(4) + h(x) BO, (2) 
(ar) € SX T, 


(3) 


max LGr,o,r), 

HA = O00 ES XT. 
(2) 与 (3) 分 别称 为 (1) 的 Mond- Weir HR -5 Wolfe SH. 分 别 以 
M,N, PRAEG), G), CO 的 可 行 集 . BYTE MG. DEN, 
Af) EO UB EO) 5j CO BR. YW — RE, 这 
意味 着 

«mint /> sup SO) = B 
X HEB EIE ER OO 5 (2) SS XERBM z EM, aa € N, 则 有 
eg) = 0, 且 下 与 (5,5,7) 分 别 为 问题 (1) 与 (2) 的 有 效 解 .类 似 
地 ,可 定义 问题 (1) 与 (3) WAS RK. BHR. FAAO) 与 
(3) SR € M, Go. € P.I x 5o. 分 别 为 问题 (1) 
与 (3) 的 有 效 解 . 可 见 , 给 出 使 问题 (1) 与 (2) 或 (3) BHM RE 
有 重要 意义 . 

6.7.1 定理 以 下 每 个 条 件 推出 问题 (1) 与 (2) Ba: 


Gi) VGro,0 € NAPE Wh PL Ar) dEx X MACE, 
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D- Mior = 0; 


GD Yran € N, 3p EW pf 5 plog + ch) Ex EP M 
4p BW CF n ERSE,- HG, orum; 


(ii) V Gra, € N,3p € Wiiof 5 plog + th) 在 x 关于 
M 43 SES CP or) BUSS (Por) Er 十 DO. 
Wb Fw15.5 EASE DD. 
HE RAD 与 (2) 非 弱 对 侦 ,; 即 有 yy € Mir, D € N, 
fg f(y) < ft, 从 而 
Ly, rT) € fly) < fix) x; L(z.a,t). (4) 
E RECO E , A d 
F(Qy,pL,Cz,;a.07)) rly — r| —rlv—r|uzo 
推出 PLC y 0,0 > pL(Gr 2,7). 3X Ej C) FS. EAR ME QUO. 满足 , 则 
Hefty) << pfG) 与 og (Cy) 十 区 (yy) CO s og Gr) + ch Go) 分 别 
推出 
FCy.pf'GODo trify— r| x0 
与 FGy,pteg'Gx) + tA G0 + rey — x1 xx 0. 
于 是 
0 一 Fiy.pL.,Cr,a,7)) 
<= Fiy pf G0) + Fly plog GO + rh’ Cx))) 
< irn rply zrl, 
得 出 矛盾 . 类 项 地 可 从 条 件 GIDS ICT S. 口 
类 似 地 可 证 明 . 
6.7.2338 ”以 下 每 个 条 件 推出 问题 (1) 与 (3) BAN: 
G V Goo, € PAP EW pha.) dE c BF M CF, 
r- Her m0; 
(ii) V Cra, € P.3o € WY of pag 与 pth 在 x 关于 如 分 
BIA CF ar) Far) SO n Par, d rH nz. 
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类 伺 于 相 节 的 铺 果 可 参看 [56,170,171], Hx 6.7.1 5 8.7. 
2 显然 分 别 推广 了 5.7.1 与 $5.7.2. 以 下 结果 则 可 看 作 5.7.3 的 推 
F. 

6.7.3 EREBROGNXDISTEO — UE x SG yo ,rf*) 分别 为 问题 17 
与 42) HEAR BAED € Sx T ffi Lio. = 0,08 C) 
二 0. 则 以 下 每 个 条 性 推出 FO x foto x fF Bxr' 


G) Yon EN, YPE Wi GE CDipLC.a D EK p M 
HEO- Am, OL Ce cO XE T XP M CF eO FERE S 
Ph Wary = Ü; 


GD VG,o,0 € N,Vp€ Wipf 5 plag + th) TE x KEM 
Ay IA CF.rO- fdh CF .ro- datum ef dE FM ACE r)- 
Poe iar, tor, Or tr, 0; 


(ii) Ylse) € N.Vp € Wtipf 5 plag + th) TE x KF 
M HAA,- PASC.) RESI E rnm. 

证 BÆ CO GD, GD FP MG. 7. 1 ZED ~ Gii), 
故 间 题 (1) 与 (2) 38 XEM ,因此 FC E Art D. HK o Oo. € 
N Bí(x^,9" r") ED AE Lon OX FOOD. 下面 设 开关 


rUSGÉAEQ) 满足 ,Pp E Wi. 
FT pL crot D trle rio 
PITE) > pL, ot r") > pLi’ at av) zm phir’), 


这 与 fr") Erm FR. BRE oe Ws :使 p77) Spf). X 
ROD A LI ASIE eG) <pftr) 5a go c - n AGO x 
OS oe gtr + cate’) 推出 
FG,pf'ixr)) +rje-2"|<o 
Go FC pla tie") dE c hGx* ))) dr EE — xt | <0. 
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如 同 6.7.1 Sie, Hr IE TE HS OM re tre — x | LB IF TÉ. 当 
条 性 Cii) 满足 时 同样 导致 弟 盾 , LJ 
一 个 类 似 的 结果 是 ， 
67.4 EBE Wo, MXSXxTWBL GC. =0, 


9g (x) = 01€ 07 TO RAAG WAR Wis 人. 则 以 下 每 
AA EH Ec 


(D Ve € WiipL(.o 7) 在 x* HFM HCP r)- 严格 伪 
PI 


Gi) Ve € Wipf eo" g Soc hg x XT MAB BCE) 
FCD Vw ASE n Bony tre nzoBARELS—T42 
CF r- PERG. 

证 rca AGa E PP, 故 

Líxr',a",r') « LT T), 


FRA PEWS 使 
PLAT’ 0 c) > pLUE,.o,r). (5) 
ERORE. M h Feltett D + rz ~ rt| Sow 
出 
BIT a" ,T* J pLOr,a^ z^ 2 < pf x) 
= pL 0,0), 
BSAC FS. 若 条 件 Gi) 满 足 , 则 
F(z, pf at D H ru|x— 2° | < el fC) 一 Fr] 
PUR, po" g(x") + r|z ~ xt | Spo [eZ — gia’) ); 
PZ, prac’ + ram’ | & ort (ACE) — AC’) ], 
且 其 中 至 少 一 个 为 严格 不 等 式 . 于 是 
0«— (tr nE-— zr 
TopgLOr,o* v*) — pL(r*,0^,77) 
x. pLOn.o".r' ) — oL(x' ,a* yr") 
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x pL a.c) — pLir* c" st’), 
RH OF AB. 
$$ 353r: 5 1[56,99,121,123.142,170,184]. 
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第 七 章 ”高 阶 最 优 性 条 件 


Bf:X—W,g:iX—Y,h: X—Z,DC X. T VOP 

(P); min f(x),g(x) x; O,h(x) = 0,2 € D, 
本 章 给 出 由 f ,8 ,4 的 高 阶 导 数 表达 的 最 优 性 条 件 . 保持 上 章 的 记 
导 , 竺 别 , 记 G=g (X ),H —-A"().€M-—D(YG(|] HiT 
= FP (Z), A = OP). B= hE LO PAA) = pf + Ag + ph; 
K, =Y_+ Rg) Q=- K ZY =R", I= ig) =O}. 

r8 YA N, 与 S, i107 RE he Be RE” 5n BED 
Rt” KERB 

三 是 问题 (P) 的 (局 部 ) 有 效 解 > x WEN. 
3RES, > TEP) 的 (局 部 ) AR. 

一 般 说 来 N, > NISL => S, 对 于 仅 用 一 阶 条 件 可 以 判定 的 问题 ， 
高 阶 条 件 无 所 为 用 .但 在 相反 的 情况 下 RRR, 


$7.1 二 阶 条 件 :光滑 情况 


本 节 对 VOP 
min /(x). g(r) x; 0. hir) — 0 a) 
eu —AEEE EA H EZ EMH COALS 2 RE Spur Nu c 
BAL = flr) — fax 
7.1.1 ER E x ERB) W K-T 84.2.60. 0,4, 6 是 
K-T RFN = {r € M: pfi) zig) = 0}, M 
We € KE) La GO, pA gx! Z2 0. (2) 
证 BE KyGO.N hd 0. zo un Mann € NM 
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Re (ary) = BhQn) = 0,0f ay) Ze PÁGD. 于 是 
0x. pfi) 一 Lir, p.À 40 — LEŽ, PsA, E) 


=- p PA zi + alti), 


故 得 LG pA zs] BO. [1 

所 宜 注 意 者 ,?.1.1 ODE GR 的 局 部 有 效 解 . 若 
W cR. 是 式 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 在 ?.1.1 中 可 取 入 == {x € 
M : Ag (22 = 01 CS [ 150, Th. 3. 3j). 

7.1.2 定理 (充分 条 件 ) dim X «c oo,z AMO) fF K-T 
Bop. dEKTGPIK = fz € N(B): (Q Az) <0 = (, 
Az. 

(i) 车 


Yz € K NSX): La Gp, À, A) > 0, (3) 
则 三 是 问题 (1} 的 严格 局 部 有 效 解 . 
GD 4p € Wi.H 220,88 
Vig ze BG X Xid(,K f) SCX2) «6 
一 LG B, À, Ox! mo 
则 云 是 问题 (1) 的 局 部 有 效 解 ， 

证 ©) X ECRAÉCOD 的 严格 局 部 肥效 解 , 则 本 mr € MAF). 
x, Tf Gn) Sf) et |[z — Tli =n — m). o, 
= F + hze lza] = 1, dx —-€50D. dH 

O = flay) —fG) = aT + ol) 
OS (QQ.g(r) — gr» = (Qut; Àz, + a(t) 
与 0 = ACa,) — ACF) = nBz, + oC, 
分 别 得 出 Tex 0.QQ,AO SOR Bz = 0. 这 结合 
= (L,G,p,À,1),2) = (p,Tz) + (A, Az) 
得 (o,Tz) = (A, As) = 0, Bike € K [3 SCX). 由 
0 zm (e,f(a) — f(z) 


(4) 
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= Lays PAO 一 LUT, p Ae) 
= TAL.G.B A 102) 4 o 


推出 LF p, Az SO, KSA) FB. 

Gi) xb XOBdEGAOD 的 局 部 有 效 解 , 则 x € MF) n>, 
CD) x FO). in T] CO SE H E x, — rd nsh y O ar EK 
ASK) 其 次 ， 

02» (Qo, f(r) 一 fE 
Z LG...) — LOS BLA, A) 


一 PLN RIED y. € Lx]. 


JE E ESAE € BZ) d Gu K (156€) x [zi cl « 6, 
HRA) 有 Lua Cy pA, zi > 0,46 BF TR. g 
注 1 设 入 与 下 分 唱 依 ?7.1.1 与 7,1.2, 则 易 验 证 
Ky(@) CK C— [NOD NA Y NR] 
# K = (0), MÆ. 自动 满足 ,车 站 二 R^, Kj 

N= {z€ Mipf(z) i30— Agi € DN 

K = ix € NOD : Aw Z 0, 0g; 2) = OWI € D). 

注 2 AW=R,p=1, MH 7.1.20) ZR FUE Ie. > 
0yr E MN BAE) fe) > fG) + e|x — zl GRAE 15.5 与 
[150, Th. 5. 2». 

#3 HFAA. 5.6, À—a,K = (0), BE =0 KES 4. 507) 
的 局 部 最 优 解 . 可 见 7. 1. 2 中 条 件 dim X < oo 是 重要 的 . 

T1380 考虑 有 限 维 问 题 

(min x, 
Gi — 4 + xi X16. Gn — 3)? + Ca, — 2)! = 18. 
{E Lagrange Xt 
L= x, + Gn, — 4)? + xj — 16] 
+ eliz — 3)! + Gr — 2)* — 13], 


C52 
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aL/3r, = 1+ 2A(x, — 4) + ele — 32 = 0, 
aL/3r, = 2Àx, + 25(x, — 2) = 0, 
A[Cr, — 4)? + x1— 16] —0, 
Gr, 一 3 六 十 (rz 一 2 一 13 一 0 
Gr — 4 + a1— 16x; 0,Az0 
得 问题 (5) 的 三 个 K-T A: 
z= (0,0),9 (32/5.16/5),z = (3 + v13,2), 
对 应 的 K-T RFA 分 别 为 
(1/8,0), (3/40, — 1/5) 5 (0, — 1/2 v13). 
WAT. ARK = (00) 7.1. 2 i8 80. ABO) 的 
严格 局 部 最 优 解 . 对 于 点 过 有 天 一 人 2, — 30 :1E RH Lo GA i) 
一 一 1/ vi13, 条 件 (3) 不 满足 . 实际 上 ,z RASA. 
下 曾 是 一 个 类 似 于 4. 5. 8 的 无 限 维 结果 
7.1. 4 EXE. [EE CO ERE VOP) 的 区 -T 点 ,5 天 到 为 区- 工 
REG HK C X fr =U Mdi) 存 a,8>>0, 使 得 
Vez € KT pz) Sale| 
MAP z Biz. 
列 zd VOPCOD Mie FEL ME, HHW =R BE 36,27 0, 
Ye E M()BGifG)zfü)-dsbz-—zl. 
证 ”不妨 设 琴 一 有 ,pp 一 1( 和 否则 首先 考虑 标量 问题 
min pf(xr),r € M, 
然后 利用 6.1. 5tiv) dE SI VOPCDO. GENRE ET = 0. 8$ f GD 
ei M KE gx) = xd ox) -- 0) Bre M, jl 3 
Ste). BF) eG) Sale|, WHOA 
FG) — fO)S LO, A.) — LOA, 10 
1 


(6) 


L,,C0, A, 0 x* + o€|x |) 


E 
Fhe OR DEM) + otal) oC rz] 
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zm E Lectt eC xp» 


tuj Bia 
= — 2 2 mL . 
"ud Cx > gll 


车 C0) 967)) > algei, B 

FG) — f(Q)- (GOD + oel 
CF €) Kx)? + oCIx DD 
alg(r)| + otlzl) 


Vou 


i 


alzl + oz D S S dnd. 


Ẹ e= min (0/2,8/41,8 > 0 3& r^, W a E MOBO) 时 有 
FG) > FCO t elr]. L3 
7.1. 4 R&[ 150, Th. 5. 6 的 -一 个 推广 . 
@ dim X < co, RK = NOD (Y AUK, 7.1.4 RIGID 
AETA K, 067 (4.5. 90 ,而 条 件 (iii) PT E m FA dt 
Yz € CKNOD A NCA' ALL, GG 0, A 402] > 0, (7) 
事实 上 , 若 7.1.4 Bose fE (IDA ERE M Vn Ze 1,30, EK, 
Cp, r)-—— (A, Ar Sanja}, 
Lal PA pri «n^ zd. 
4 r, = Xp Enl YHE se, ez, Wr OKLA eA pe <9, 
(i, Az) SO, AMA An) = 0,2 € NCA'D. X BR AR IE CO 不 满 
足 . 以 上 分 村 说 明 ,?.1.4 可 看 作 7.1.2 的 无 限 维 推广 . 
现在 将 以 上 结果 用 于 等 式 约束 问题 
min f(x), hir) = 0, (8) 
BEH, LO, = of + wh £711.71. 29 RY = (0) 得 ， 
7.1.5 XER.— iE c REGERE CO H K-T oup KT RS. 
G E€N-—GGCH:p/GG)z0), Bj 
L.G ,p,pg)z! Z2 0 We € Ku). (9) 
Gi) # dim X « oo, 
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La B. p z* > 0 (Y € NCB) AN SCX), (10) 
Mee) SF RAR aA W = R H de > 0， 
yz E H N Be): f(z) SP + elr —Zl’. 


Gii) 3$ dim X < œ,p € Wi, ED > 0, E YC) € 

BT) X X: 
diz, N(B) NSX) «8 > Lal p Dz m0, QD 
WW z EMAS 的 局 部 有 效 解 . 

kOOUNWERIRCOD 一 ZZ, 是 问题 (8) 的 局 部 最 优 解 , 则 条 
4FCD up IR Lu Gn ee? SOs € NCBD). 

7.1.6 推 论 iW =R,Y =R", (A,B): X—R'xZ& 
WHT BAB) OR. WEB K-T A. RAR K-TR 
子 , 则 

LolT A pe 0 (We € NCAD f) NCB)). 
证 14.3.3, c JÉ K-T RE AHR K-T RF. S p= (gi， 
AD WF PBB 
min f(z), gr} = 0 
的 局 部 最 优 解 与 K-T 点 ,K-T RF RBA). A RET = R 
x Z, 故 和 由 7.1.5 及 其 后 的 注 得 出 :Yz € Ni Cr) — NCAD ff 
N(B). 有 
Os Cf Agr + ilo" GE 
= LIGA Hu, C] 

在 7.1.4 PRY = (0), K = N(B) 188; 

7.1.7 定 理 BL) 二 pf 十) € WOD 
x Z' Wig L.O.0,:20 = 0;R(B) = Z FE B 7» 0, 使 得 

Yz € NOGODiLSG, p, 0z & B|z|*. 
n zi VOP(8) 的 严格 局 部 有 效 解 . 

证 — d ROB) =Z KK ANCE) fg xil H —h (0). 

2.8). A 7. 1. 4 PRR ~ Gil) WA. LJ 
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DC mires A ERR ii S MR m em Lem mil 


Be 3c 8E [95 28.1225 134.149.150]. 
$7.2. 二 阶 条 件 ; 非 光滑 情况 


wf: OCX-~RABBLip. AT S/H IRINA RARER 
fH RRP X BEDA ER. 
7.2.1 EX. 1^ xm ax Ge, 7 0M x, — rb as Wi Cr] 
在 方向 a WRF vite x, > 2. 
PER r ERa E SCX),F 
afte) = (us HE x, > xu, € af (xD Eu uy. CD 
a] [£88 rE Qa € SCX € af Co. RR 
f) — fi) — ula, — x) 
t 
Hf dE aIta 的 二 阶 下 方 向 导数 ,其 中 右 端 外 层 的 inf 是 对 所 
有 如 下 的 了 zy WRJ g Der, — Xr 一 xr) — asda, € 
af Gr.) B uuu 
结合 (1) 与 2.2. 2(ii) 88 3, fo Caf GO. i f € Ca o s 


iE af (x) = f(z). f. (rau) = ifo. 


FL GCr.a.u3 = inf lim inf 


(2) 


72.238 3,.— ËH, ru, € Of Go) BL us Ga) Ha, A 
fx Rb EER AY. 

利用 2.2.5 不 难 推出 : 若 了 在 z 半 光滑 , 则 ?.2.2 中 的 zte) de 
SU T. D, fGr,a). C! gg BSR EE JG PR B9 , ET 39 Ad E SE D PRESE 
光滑 的 ， 

7.2.3 Bj Be X X Hilbert ss Ñj, f(x) = |x (xe € XD. Mil 
fG)-—z/Ix|(0z5 x € RIAD = B,co) CXC. 1. 2). f£ 8a 
€ SX). BOK z, > 0,0] Cn) = z/ |r| >a, FRAC) 得 
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af) = (a). HR H x, 0 时 恒 有 
CP (xe) ga) = (2,/|2,|,a) — lal? = 1. 
WS Hor = 0 是 半 光 滑 的 . E t 0.0/t, ~ a. PG = 
Enf |ty| 一 a 于 是 
(CEET 


fG.) = (a.u) — lim inf EN = 


Max, = ta 从 (2) 得 出 让 Oaa) = 0. 

以 下 设 dim X < œ, Wa - dig X PHAR. 

7.2.4 定理 (必要 条 件 ) (DE LOO 存在 a E SCX), e >0,y8 
€ SCX) f] Bila) EAT) sas 0 GD /在 是 半 光 滑 的 ; 
Gi) 地 是 了 了 的 局 部 极 小 点 , 则 0 € Aff Ca0) SO. 

证 AAU: AAR K CXMB AE KK SOOT 
By Ca) (2.8 RRA) WEE KT SCX). 使 9E Of). B 
& Gi), BBR /UOBS COD Se). SHA, © Bg) NK + 
©), EH t, = |x, 一 地 | — 0 Hf Gn) = min Fa 其 中 

A, = DP, N OK 4+ E,D, = (xit, l2— FX] muta) 
(n i,t = 8). 分 两 种 情况 考虑 : 

1*3 32€ (0,0), J& fg BEO () OK o 30 上 的 严格 极 小 
AMS m = min (f) rE K+ |z- F7] =gh, 


lim inf = 0, 


S, = s € BDN KHD: feo « fao + P401 


Kx, € S,, (ht, hx, — 3| = maxi jr — z| i x € 5,1. BRIE 
Sari CS, C BOO t ~ Of (zr) = min FCA, D Gi 1). 

HE 1° 前 情况 不 出 现 ; 则 A -Er € K -F ES Crn) = f). = 
lr, — z| 一 0. BR r, 有 所 要 求 的 性 质 . 

4 b, = G,— X)/t. RUPE, > bE K SCX), Mz, F. 
因 fer, = min f(4,),8 4.6.64 u, € aftr) DO T^ XA, m0, 于 
是 

= 190 * 


u,€ T'CA, x) C (VOD. xz) TOR + 2.2.3)" 
—V'QQu,r)-T'G dz.) 
(参考 2.5. 2,1. 4. 70. Ba = ut wou € VOD n.a € 
TOCK + z,r). 直接 由 儿 何 考察 看 出 v, = rom zm Op, t5, = 
0. 于 是 
Ha * b, = t|, 7 + wot 5 = Te 

Aik u, — u caf GG). HRA 有 

D, fib = lim a, "h= lim ta tb, = limr, = 0. 
另 一 方面 ,由 下 十 a € A, ALE + ta) z foo 于 是 
f + tb) 一 S) 


D, f(z,b)- lim 


m 
T f 十 nb) — fü) 
= lim i i 
li fi — fü) 
= im ——— —— 
n £, 
< lim fo 十 e) — f») 


=D, fa) <0 

(ARG, GOR 2.2.5). Bik v, — Dy (3,5) = 0,iX ERE HB u 
= lim sw, € TRO) = K*(2.5.2. A a € K° Mat > 0:a — tu 
€ K, FEOS uela ctu) Sura tjej Klu ARGO, 
这 推出 x 二 0 € gaT. 

选取 一 列 闭 凸 锥 天 ,使 得 天 ,所 天 © KK ASOC 
Bla), N K,—R.a. BG üuE&ie HI va m 1.35, € K, SCX), 
0C af @). BR b, ma Va D 1, Bay > E oe co). € 
OF Gr » HE uu > OCR > 05) BERI EL f onu — x | nsus 
l/n, A 


Tu 一 x 


E^ m z| 


< 
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则 rw > Zien, 0€ 4/00. 直接 看 出 广 Cra 0 250. CL 
7.2.8 定理 (充分 条 件 ) RH: G) Va € SX), Yu € 
AfGOu*az20,GD Va € SCX):0 € 4S (T) > f. (say0] > 
0, 则 工 是 上 的 局 部 严格 极 小 点 . 
证 ”车 定理 结论 不 真 , 则 Yn 守 1,97,€ Bi GONG f e) 
一 min FB na). G a, = (xr, 一天) la, — x |. din]n] 7. 2. 4 zz ub. 
H 4.6.68 u, € af Gr, m, 2 Oru, — — t,a,. Wa, > a.u, 下 下 


于 是 Xa Case). BRAG 有 wa 之 0. 另 一 上 方面 ， 


u*a-lmu,*a,—— limr, x; 0, 
Masa = Osr, > 0.4, ~ 0 € AS). FÉ 
f. ao) < lim inf Io a <o, 
ik SRA GO B. ) 
下 面 考虑 约束 最 小 问题 
min f(r), gix) 0, hix) = 0, (35 


HP gi AR" h: OR & f£ -— $9888 Lip. A M idis) BE OD 
的 可 行 集 ; 令 
T= it EO RX REX R”: |=1}; 
LEO, = pf + Àg + phot = (pave) € Ti 
T, (t = (Ape) € T: 0€ &,LO DO. Ag E = 0}; 
T,= @E€T,:0€ aLg,t)}; 
D = (a € SX) : Dy fra) S 06D, g; C.a) 
x 00 € D,D, kiTa) = 0}. 
7.2.6 定理 (充分 条 件 ) 假定 ; 0) Pigh; TE x € M BIE 
iD YE Tu LO D ÆT ER QD Ya € DI Kyla), T, = 
T, Jt € Tol Gut,a,0) > 0, zx BARS) 的 严格 局 部 最 
AR. 
注 OL ire, OBL.) E x3 (2.0) 的 二 阶 下 方 向 导 
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8. 

证 “” 设 定 理 结论 不 真 , 于 是 有 € Mir, > EAr, f S 
FG). RRA a E Sr, > I ARRE a € Df) K«G). 

VET. =T. ERS àD € T4,XR AA EK, C X, 
使 a € KiK COK, (1 K, — Rea. $8,40 V m,n 22 1,2 E E 
分 大 时 x € BGS) N ,-E 3) S... BR LG < pf Cr) 
S LO,0. UB Ema € SN LG, ,£) = min LG. Bg n, 
可 设 bw (Cee m E)N Em — xX| 705, € K, N SCX) Gn — 00). f 
IH] 7. 2. AZCUE A uus € IL Grut) stu = Dub F Wan s Tiny SO Uus 
€ T'(K, + Fs 2nd. 由 此 推出 rw 一 uu ru 可 设 uu mu, € 
JL CE) Gin — 00). B S FE GO 有 


OS D,LOG ,£,5,) = lim i, bo = lim t, rr, 


BRIG), DLCz,t,6,) = L'Git,5,) zm 0,8 c, = DLL 4,5.) 
— 0, 从 而 
u, = UM wo C T'(K,,0) = Ky. 
Baeé€ K? dil 7.2.4 Z WEZ wa, = 0. 
Wr = 1, Rm, tE | Zann 一 z| < l/n, [o 一 5, | < l/n, [sw 
« ln. W tap > zu + OE ALE O(n > 0c), AIE t € T,. 
2E CT. E, p LG, 0 S LO 2) 推出 I tsa, 
0) x; 0, 这 与 条 件 (iii) HR. 口 
$3 3:85 .10,34,36,37]. 


$7.3 高 阶 变 分 集 


本 节 给 出 切 锥 概念 的 一 个 高 阶 拓 广 , 即 所 请 变 分 集 , 它 是 定义 
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变 分 导数 与 导出 高 阶 最 优 性 条 性 的 菇 础 ， 
WEE DCX.2,€XG320) BREN. HE 
G2) = Swe, + ores (1) 
je 
VCD, Tys Tiat ra? 
= jz: Mt} Opx rw mz Bt — or, + ria, w) € D}; (2) 
F'"C(Dyx, itx, a) 
= (zi: Y z$ 0w zz) E Dh; 3) 
TCD, m, x, rm £L) 
= {2: Yet 0y ery dz — 2, ff y; — x; + ia) € Dh 
(4) 
KD, 55190 xu) 
= [z:35&40,z; — z, {E rS E D). (5) 
注意 当 n 王 1 时 , 式 (2) 一式 (5 分别 与 3 2.5 中 的 切 锥 (1) — OD 
重合 . 因此 , 式 (2) ~ ACS) 可 看 作 切 锥 概念 的 高 阶 推广 . 

FRE AD, otot 记 式 (2) 一 式 (5) 中 的 尾 一 个 ; 
当 不 必 指 明 z; 时 ,就 将 其 简写 作 ACD), 概 称 为 # MEG. 不 难 
直接 验证 : 

7.3.1 命题 A^ CO HILF ER. 

G) ACD ty ani tan) = ACD — ry 0urnenhirog 

GD V3 — 0, A" CD) = A"(D Bara); 

(i); € D° > AD) = Xx, € D > AD) = Ø; 

Civ) Yo € GLX) ;aA CD, ax aream 1) 一 A"(aD,ox,, 
OF, 9° 133 

(v) Vp > PAD, toate sti) = AMD xy Px, 
Px-1)《 由 此 推出 当 +n > 1 时 AUD) — RA BED 

下 面 的 命题 汇集 了 变 分 集 的 其 他 简单 性 质 . 

7.3.2 命 题 设 D,ECX,zrEX. 
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(i) V'(D) 与 FO) J& TET" (DO 与 KD) BAIR: BD 
PB AGODA = 了, 下 ,了 了 天) BOR. 

qi) VCD) C FED) A TCD), PCD) U T'CD) CRD). 

Gii) F'(D) = [KDO]; ED N E) = D) N FG; 
KD U E) = KD) U KED; ECD) N K°CE) CR (DT E); 
VD) A TE) CTO (1 £5. 

(v) A'CD,xm ri intro) se > a © A' (Gurus, 
Task = 1,2,",s — KA = K,T). 

(VY r,a € A" (D,rQ,,21,,"*,, p) = ACD, Egt, 
X, = XCA S V,F,nim2). 


7.3.3 pl | iG D-—ircR:0zcxsvx.SE 


V5(0) = Fo(0) = R4,Ta(0) = Ko) = RÅ. 


R, reR, 
V'UD,0,r) = TRA, z=0, 

Os 其 他 情况 ; 

R’, ze Ri, 

Ri, 工 一 0， 


F(D,O0,x) 一 ^R X (27,00), mu Ee (0,02) X (01, 


(0,00) XR, « € (0) X (0,02), 


e. zr € RAR}; 

及 : ， r€Ri, 

Ri, r=0, 
TD = d D 

RXR, r € (0) x (0,00), 

e. 其 他 情况 ; 
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R’, zr€Ri, 


RË, r=, 

K'CD,0,r) = «RL X R, x € {0} X (0,00), 
R x[zj,o), x € (0,0) X {0}, 
aor z € RAR. 


以 上 结果 表明 ,7. 3. 2G) POA ERE S LR 
F5(0) ,T5(0) = Kp(0) [BRI SE V!(D.0,22 Æ F*CD,0,2) ,T* (D, 
0,2) 半天 2 人 ,0,z) .可见 ,高 阶 变 分 全 包 食 更 多 的 信息 . 
HAE CD, darti) BF: 
4 COD) = CIGD, n) = cone (D — x), 

CCD as aiam mo) m COOH (D ans an tma a) Xa. 
1638 C" CD un on vmm D PBC ID). BR, ECD SG 
127 00 X ji min t Dita, € D.C'(D) SEED BIG) 
集 CO) BFC) f. 

7.3.4 BAUD «Ez;€DCX,n,-,x.,€X.Hi 

ECD arora) COD presto sty) 《6) 

# D AA n E CD, ttan (1 LkM HER. 
xi DBE D? £0, WCD -cgo»?). 

证 AE CU) = CDE te) FD) = FD, 
Dtp < E xn). 

B rE F'ODO.84 3807 0, 9: € (0.8) e € Bazar" Gun € 
站 ,这 推出 x6.) € D',Afiz € CUD"). up st C 成 立 . 

HRKEDGAnMECD1Sé <a), E CW). Bt, > 
Ol x jx im n), ee 


i A 
Xa 十 itam, € Dy, Ta + Dtos, € D'. 
ici mE 


Vr 0. 从 方程 组 
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Strictly jeden 


可 唯一 地 解 出 ， = (0, H3 rV ORY O S0 = OO’). 132070 
充分 小 ; 取 定 t c (0,8) 3 € Bax). D 8; — s, E Wes = L 一 


$0 € Q.D y tasty + tS € D. FE 


a 1 a“ 
ECE, 二 Xo t M Pins; 十 Sy Tun 
lig 
„n— i i 
=s" Xo + Ysl zo + DY ryz) 
i=] i=l 
十 sl x + DI + enz) € D, 
j-1 
ARs © PCD). AAG) ASH. 

f. DAD +, ECO CCD’). ARE 
CDP CO Y’). Tez, 0,4 E = cone DW RABE E^ C 
cone D^. RE y — trc OE ot 0,7 € D. WE R*— (0,05). 车 
R'*z(|D'—(QWBilzdS0zxucXio,R* x) x (wu, 
Do.xHEH ur) O.uCc D, Ay EE ge € Eul) cu) 
x20,xx 5 4€ D'-— E* FR. AW 3s Onr € DMM y= 
ts sr C cone D^. O 


1363 E L[70,92,94,1410,148]. 


$7.4 变 分 导数 


变 分 导数 是 表达 高 阶 最 优 性 条 件 的 一 个 合适 工具 , n BED 
导数 归纳 地 定义 如 下 . 
7.4.13E X (192,140 D. Ba € XQ isn.DCX.9VJ*E 
JUD) = FG). * nz Lg X i Bru oo RK SCD ,x5s215 
+1976 


ZIP SPI 一 Ol, JH 1,2, c KUD, roy Ty ,X17; 则 定义 f 
在 ze KF Gum za) 的 阶 变 分 导数 为 


FO. Tn} 一 
"d 
lim LDrata» — SFO, aun. (1) 
1 二 0 


HEC ERU RUE TE ICS a,r) FK $7.30). 
OD LETS EJ T 3G ty Oz Tr (te) ED 时 有 


f(z" @,z)) = SO fh (Dy x, j" "o 十 o(t"). (2) 


结合 (2) 与 $7.3(5) 得 出 
f € KDY, f), AO ,ee fom, (3) 
其 中 fU oL PD xo. rt) OS Sn XX. HAD BAM 
SOU D yey sty et aO nf Ouen ux (4) 
E DO E, JPE, care ey) FEH n © KD. xt, 
x,-)2 WN FOOD xs Fett ye) = FPE n ky un). 
E D= X WHEE SRILS PAE Dow 7. 4.1 中 的 条 件 
r, € KD zon 1) PH 2G.) E DARKE. 
x OD 简化 成 
fU Eost ety) 


n—1 
一 lim Hre — 25/70. ey ett x3]. (5) 


rpne 
RRR = 1 得 出 (参考 [8,Def. 2.1) 
PHz) = lim Sero +e) — fix) 


thera, i 


由 C6) 看 出 ,车 PU ns on 存在 , 则 
D, f(xorr) = f| Gn. 
到 之 ,车 D+ Sord WEHR S É r 邻近 为 Lip, 则 六 DCroyr) = 
D, fi) S E zo 可 微 , 则 Gn.) = PG. 
车 fS ot.) 存在 且 z, € K'(ODx ian). W 
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C6) 


qe Lo Droste tts) = fU C rastis x42. 
给 出 变 分 导数 与 Frécht 导数 的 关系 . 
7.4.2 定理 ([1401) XE f dk x, Bi C" iB rG) = 
ss" Exon zm 1,50 


FU Gy zt yt) = 


"EL 


= S 5 Leinen (7) 


=i iehi n . 

HE Stn AA. Ma 一 1 时 式 47) BRR. TER 1 
(EUR. 4 r4 0.2 一 Zz, 时 ;由 Taylor AM. 2. 42 E I $8] 
Hit A 
firG,2)) = fOr) +(e — n) 

= fir) + a(t") 

一 E i Frew] u QU oti") 

= Sean ia) RE Efe) ILE 
与 式 (2) 比 较 得 出 式 (7) 的 第 一 个 等 号 , 其 次 , 令 v = Paw), 


S[fCGxGOD | = eGox' G). ARB Leibniz 公式 及 归纳 假设 ,经 某 
些 计 算 后 得 出 ; 


I Dco» 


ro 


=F igor] 


r= 


1], 
je Or” ?(0) 


7 . 
— BU d n 
之 im g 0)r., 


E! 
i, 
EI 
—. 
mm 
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= SL gh) fos, 


— n il 
机 一 上 "EPI 
ne ] 
= 2 mu > >” ar dai E Zai 
1=1 4=1 teti =i 
+ BETIE 
= 3 5 amt M L ferner JX; E, En; 
í no, a! OAM, atm ci 
y=1 i—a4 tried * 
VP Gx, 
25353 ated » CEXID x 
q-2 ig ateti veni gq ! 


LY HOT Ei, Enid + F (a) ty 


= >) 5 af (x9 )zi, zi ha [3 


q—1 ip =a 
公式 (7) 可 用 来 计算 变 分 导数 . 例如 ,在 式 C7) 中 依次 取 n 二 1， 
2,3 得 到 : 
fU Gn) 一 六 (ro (8) 
FO nr, Xs) = f Cxp)r, + gf ats (3) 
SIC PEDE = fox 十 Fr) 
fü" Gos. (10) 
Fh Cry mV n) = PF Cx), 十 JU Gy mra, (11) 
其 中 FU (tsa yr st, = fele str 110) 与 X. AX. 


7.4.3 命题 üt f dE X, 邻近 为 C! PRÉC. I Czy eu, 0) 
存在 , 则 公式 (11) 对 任何 x, C Xo. 


证 bans 20, ta, te — x) MYT} Oye > z, B4, 
f" G,z)) = flz, + fr) 


= f(z) + | f (e + sz tds 


4—1 
一 Sef Crea QU) d tf) ary gt en) 
i-u 


+ ef Cum, + ott"), 

这 与 式 t2) 比 较 得 出 式 (11). 口 

7.4.3 推广 了 [148,Prop. 3. 1]. 顺便 指出 ,[148] 的 证 明 是 不 
可 行 的 . 

7.4.4 命题 ( 链 规则 ) — E p ge f£. w 

PCD xxm) = BeICFUD) pm, fes, fe), (12) 
只 村 上 式 右 端 存在 ,其 中 fA) = PUD zz yey rMOsism. 

证 X 140,2 0 工时 ,由 (2) 有 


qi" (t,22)— el Sift + ott") | 
eri 


E] 


= Deg CFD), S, fü, ses, 十 olp)， 


由 此 得 出 式 (12). Ll 

对 于 具体 的 函数 ,计算 高 阶 变 分 导数 往往 不 易 .看 一 个 简单 例 
f. 

7.4.5 ALD Rts xX RoR dft: FCD 
可 测 ;CD) FG, € C'GD 存在 人 人 > 0,7 € HRB € 
EMS), 使 得 

[r — xe) Od > FD) + Ea x BO). 

EX f: AO GR) > RH 


fiz) = Pro zo». 
1° 容易 验证 了 可 微 , 且 
F (eda, = fna) = [rain coa Cede 
2° B AO, Æ AUR") fr zn. ROS) A 
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fU a, rtis) 


= lim lf x + Ax, + Be) — FG) — Af Gs 71)] 


= lim | [F0 + AnH) + Het) — Fee (C) 
m AF LC rS Go) ) jdt 


= lim CF, ez e0) 
D 


+ Felt salt) (a(t) ^E AQ) dec le 


1 
Ly] 


= | LIES Lpz Jar 


1 
= f am + $f Fata id, 


利用 条 件 ()7 一 ii) ,以 上 推演 可 以 懒得 很 严格 . 
参考 文献 :[8,70,92,140,148]. 


37.5 可 行 集 的 变 分 集 


本 节 将 $4.1 的 结果 部 分 地 推广 到 变 分 集 , 设 了 DCX,xrE 
XGzm0,iE 

SOD ros uu. Ea) = D+ span fryer sty i}. (0D 

7.5.1 引 理 ([i40]) iE K C X HH. € K, 

zx; € SK xt na lin. 

G d «O0 € C(R).¢(0) > 0(0 & £i Lp r4 0o E 
8,0) ZD ra), € K. 

Gi) Zi zr, € SK? tots) MS tý 0 z— cS WA 
x'(t,z) € K', 
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证 G) S240 BI ee £0) =r E K. wa, € K+ 
yx, M24 £4 osi. 


ant a-l 


BOE D fa()z, + raD K + Sra) 


上 一 外 


CK Pred) + tra.) Jz, 
i=a 


asl 


=K + eo, 


im 


FOP a(t) = aU) + Uri (0 € CCR) ,&(0) = 4,00) > 0C0 i 


<a) 于 是 用 一 归纳 假设 得 出 B,() c K. 


Gi) &z,€ K°+ 375 nann € RMH 24 0 zm xL EB 利 


FAG) iS 551648 d 


r'(.z)-— Stix, + off") 
ior 
ai #—] . 
E Mz 十 vl Ke + Mrz) -+ olf”) 
i-e =a 
2-1 


C K* 十 Mead ir) 
i=o 


CR’ + KCK’. 
THA gl = BUND, tosty e eL), 


K; 一 了 -十 Re, 0O = Y2+ Sire, 
f=o j-u 


LI 


(2) 


KD) = RCD 0952, 9 Eag) FCD) fii. 直接 看 出 K, R ih 


锥 ,CO de FF Di EO; [un K?;K, 一 KS T= Eg); 
QE = K = Or = YN G0 j&i 
Q, = AAR 8 4.1). 


(3) 


7.5.2 ÆR iEn € Gg Y) e Oin) 存在 . 
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G) #2, € KDN 6.K, , SB. gl’ € K, 
Gi) gl? € K, Qi mug" € 0, Ll 
z,€ KD NG). 
GD X gl — 00 «iom ur, € KOD N G) M ge <o. 
证 00 Hd Oum m no Oc DNG W 
0 zm Q,esgG'QOG.)» 


(Qi og H oD) 
=o 


= (Q,, stg"! og», 
这 推出 g" E Qr, = Kr. AKA, EMDE, A uU € 
K,-,(1. 4.3). 
GD 由 g RM x, C. RD) MUR t 0 z om mr (m 00), 
使 r'.z) € 了 .于 是 结合 $7.42 5 7.5.1GD 有 
BUX (Hi) = Sia How) € Y*, 


一 总 


Bt Cz € DY GAM x, € K'O 1G). 

Cn) feet, WNC) 之 证 , 则 

0ZgG"Gunm) = tg" + olti), 

由 此 得 出 go x 0. g 

7.5.3 Æ — WE x, EG gg Q0 xL n) 存在， 

G) ig € Ks imul" € Oier, C FD), W x, 
€ F6. 

Gi) FPA Dexa MA ASE Xie 
O, ;,,z, € FOOD N G) W e^? € O,. 

GO # g^ € Kin). "TE Xi) E O, 


则 
EDAN G = (x € EPD) : eG € Oh- CA) 
RO. gU 一 000i D. B3iieu) «0, m 
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EDN G) = ir € FG»: glx) «01. (5) 
AE G) X£4RO.x— na zj0.22 € DQT ESI 7.5.20) 之 
iE. BY A FA 7.5. 1 GD BB ge") SOM m z € FD AG). 
Gi) RIED AH 720, E r EG HD, — c£ € F'(OO (06). 
E gl = plr.) E O M 1.1.2 FASE Y* NO): A, gn ze 
(4,0, o. ix MEI (OU) 2 0,41€ —O?,—Q, Ry €CY2 ,使 
RE EY + 5, ag, B oct om s 
0 x 4A, C1 4+ Ote) — gG'Q ux)? 


=a, UE nc II 


— Seg (3 Pp) + oa) 


x. re") + oQ7)) 
= (À, ry Holt) «c0, 
得 出 矛盾 . 故 必 sr € OL... 
结合 0) 与 (0 , 即 得 出 (iii). C] 
关于 以 上 两 定理 可 参考 [92 ,140]. 
7.5.4 it Hex € GgD, zon) 存在 . 
O # x € Koc) H K, CY + RgG OW BE. HU 
gU- (Dy zgr) € Ky. 
GD X g^" OD zs n0 € Y*-RgGQOL[B x, € Fou) ]; W z, 
€ Kone(xo € Fonctro) |. 
Gu) v glU(D.x,, +) GRAF € X,g (Dx) € ¥24 
RgG) x; € Fone(to) M g (D roxi) € Y? 4- Reda). 
fE 7.5. 4 PR D — X Bit A = g'(xo) 存在 得 出 :当头 , 闭 时 
Kula) C ATK 3K SANY? + Rela.) C Feltr) M K xz 
MR = Fete). 这 些 结论 已 见于 4.1,2 5 4.1.4, 8135,75. 4 E 
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4 1.2 与 4. 1.4 的 高 阶 推广 . 

ETH =O) 的 变 分 集 的 表示 要 用 到 较 强 的 可 微 性 条 件 . 

7.5.8 定理 ([92]) Bo € 如 , 则 以 下 结论 成 立 : 

G) AUCH ona. nm) = 000 Six n), REX e SEE 
ft. 

Ci) XE A E x Eb n REGE XE x, SE CHI UR LB = &' GO RCB) 
= ZUG n mum) = OQ s n). 

K'OH xs, 57x) = (n: hU nsn ax ax) = OF, 
(6) 

证 G) BAM CH onn um) ATER r, € KH run, 
Ung). FEIN Y 0z x, —o0).(B y, TG.) EH. 
此 

0 = Aly) = STANCE ty sn ua) + olti), 


me 


由 此 推出 WICH ros Ty SEQ) = OQ = i rud n). 


绪论 (ii) 的 证 明 从 赂 {参考 [92,Th. 4. 3]. 口 
$7.6 高 阶 必 要 条 件 
本 节 对 VOP 
min /(x),gG) & Ohir) = 0, E D (1) 


25 ti FUSES) Se ESI EE. 
Rez,6 X0Ogi<n.2,€M=DICNAAFE 
fU 一 JED tot QOS H zn). 
g^ AU 仿 此 ;将 $7.50) SE MAY KO iade KiGo.O. GU. > 
Ki) — W 4 DRM, 
J=1 
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OG) = Wit TRA, (2) 
fal 
Qf) =— Ki O),Q GO =— Ki QD. 
假定 WisQeYi 
FD) = FAD, ro ti 1) 
= ix: 4OCr+0.2778 i 
2,2) € DE Airt) E FG. (3) 
FY (D) 显然 是 开 集 FUOD) = FD, 20" 0); 24 D — X ILE 
就 是 $ 6.202) 所 定义 的 Fjtzo), 下面 维 出 的 FCD) 的 变 分 导数 表 
示 与 "CD) 的 表示 (7.5. D MAAR. 
16188 WE oxi xn RE. 
@) &ME Ky QOO s i «m, EO (UD. 2, € 
FCD). 
Gi) # e Dun OH, ASE Kips € 
O, C x, € FYCD), bh f € O, CP. 
Gi BME K, Os men E32 € Xi 3) € 
O, 4C, Ri 
FD)-i(x.: PCD sro kya Ey 1) EOWA}. ) 
特别 ,着 SO — 00 xi an) oA 4:07) <0, 
FD) = tx: FD, axioma, x) KO}, (5) 
证 G) POLEO r a) E D.Wdá AUS 
7.5.10) 有 


fG'G,z)) — fla) 一 Yep) + ot") EWE, 
可 见 x, € FD). B 
Gi) XE JEAN r> 0 ll x 21 4 Ox — c; € PHD). E 
f = g(x.) EO, CP), UATE p € W^NO) ,使 得 (o. 90) zm 
(5.0, COD BIO GO Cr)? B 0, 
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p ESON WD Uil nlt 
Mw € W? tiple) w € span (I^ i 1& Een). TESORO 
时 有 
0 s (o. 14+ rela) + Fr) — fr Gor) 


n=l 
Lp, PE) 十 ME) — So — nhi) + oG) 
T 


(qp, rig?) + o") 

= u'(p, w +o(l)) <0, 
£8 FS. 因此 fe OL au C(D. 

结合 (i) 与 (ii) 即 推出 (iii). [] 

注 VARS ECR GG) = Wf —o00xi 
« n), (Dx xa 0) ETE] 7. 6. 1000. 之 条 件 满 足 且 等 
式 (5) BERL. 

2 WR —147.6.14&1) A PUD. OMB AEX: 
JUD srp 3) 0,0 FLD x) = dx: SD xax 0). RM, 
BT = fe, FEAT OW! SAO MF) = TOW! mapu 
1.7.6.1 #6. 2.2 AES. 

7.62532 G2 BRM) 的 局 部 畔 有 效 解 , 则 对 任何 王 
CX FE» f) K'E N M) = 0. 

证 Ate K'OED) MD T5 Oir 2, fic.) CE 
门 M. Bl x" zz — xu (Rm OO) Gn Gu) «m Gn 必 不 满足 ， 
Wik z € FKE). 7 

注 Man =1LE=X K7.6.2 BH 6.2.1. 

7.6. 3 定理 ir 是 问题 (1) PARA KOFE) Æ 
ABSA Be S Ans m ai 84 Se Cras ems 
DH use,h € C*,R(B) = Z,B = h'(x); FRG, 

JE E K OT € KGaA ot sim. (0) 
其 中 fU = faa angl AU gk. MAT OF (p,À,;0 € 
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UR — 


Qa 00 X Qe) X Z^, fiii 

EXT 3g tnaa K) O, (7) 
H L= pft igt ph BARE KY EE Ole A aay 
Eni.) = 0M p Æ 0. 

证 SE SAM egest, 1 2I EC) = Br +h Crua, 
Un 1) ÆI AR S7 40100. 问题 

dr € Kipr) EO Do) € Ow). lr) = 0 (8) 
必 无 解 . 因 若 + 是 (8) 的 解 , 则 由 条 件 (6) 及 7.6.1,7. 5.8 5 7. 5.5 
推出 

zE Kf) FO f) PAG) K'GD C FO) (| KOD 
(其 中 FG) = F'G, taszit aan) KD 仿 此 ) ,这 与 7.6.2 
TE AK ROT EIS y AH usc, é EFRA. 1.7), CHE 
用 3.4.2 得 出 0 关 GAD € Qa CO X Qlg) x Z^ hd 
Tro yay, K) = Cop + Ag + w(K) 0. 
其 次 , 设 定理 所 设 附 加 条 件 满足 而 5 一 0, 则 
0 xz AjCI) H RED = ADR) <0, 

ix 5j (2) € Oe) 一 起 推出 4== 0. TRO pe C RYE) 一 
RB) = (0) ,得 出 未 盾 . REG p se 0. [3 

7.6.3 推广 了 [92,Th. 5. 1], [140, Th. 5. 1], 148, Th. 5. 1]. 

É 7.6.3 PRn = 1 得 到 ， 

7.6.4 H iz, 是 问题 (1) 的 局 部 弱 有 效 解 ,天 二 Fen) 
EERROR, AUG.) fs gU. H usc, h € CLR = 
A CT RCB) = Z, WA 055 G.A. € Wix QxZ hi 
LU Crys K) ORE L= Of -+ Ag + RAR — YIN gx). # 
3i € RKN NGE) glir EY Rele), Bil p O. 

容易 看 出 ,7.6.4 推 广 了 6.2. 3.[8. Th. 4.1]. [8] 对 一 阶 条 件 
有 一 较 详 细 的 考察 . 

1E ?. 6.3 中 取 x = 2 488). 

+ 209 * 


7.6.5 Eit E x 是 问题 (1) BORSE ARK C FOD, 
Lot) 是 一 非 空 开 凸 集 MASE AREA D 与 grum, -) GH usc, 
h € C?,B = h Cz), R(B) = Zr € NOD H 


fror) S Org Can) EY + Retry). (9) 

WHEE OA (,A,: EWLXQx Z' ,使 得 
PLU xm) = Aghi Crag) = 0; (10) 
Lx o K) E 0, aD 


其 中 工 一 pft igt pho BIZ eK HR 
gU x, ri) € Y^ 4- span (glr) gUlCz x), 
2B£ + A'la)? = 0,W po 0. 
对 于 问题 
min f(x), gir) <0, x E D, (123 
Wf AW AR 3.4. 8( 而 不 是 3.4. 2) 得 到 较 好 的 结果 . 
7.6. 6 定理 Br 荐 问题 (12) HRA RK CK" (D) 
EFRR. py 1K 7.6.3, (0,40 在 上 为 WW XY 了 了, - 3x38, 
f? € Kir, g? € Kaal Sica (13) 
WW 0 A (9,20 € Qa CO X Qa GD 5 EAB SER CO 成 立 , 此 处 
L= pf + ng. BIZ € KPO CO.) Wp o. 
XE 车 问题 
jx € Kør) € O, a Gr) € OO, Ce) (14) 
有 解 x, WON 7.5.3 之 证 有 
zE K[p FED) N FO C FOD) AKDANG), 
得 出 矛盾 因此 问题 (14) 无 解 .于 是 由 3.4.8 有 0 关 (pi € 
QA Xx Rl EREC 成 立 .余下 的 结论 是 明显 的 ， Oo 

在 ?7.6.6 中 取 x = 二 1 得到，; 

7.6.7 推论 设 ro 是 问题 (12) 的 局 部 弱 有 效 解 ,六 OC 
Kolt) ARERR ay ug Gn, DEK LAWEXY, 
-次 类 凸 WA OF CAD CWIXQ, HI LU Cx,,K) 之 0, 此 处 过 
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= pf Ag. # J2 € Ks g(a 2) € ¥24+ Rela.) Wl oz 0. 
fE 7.6.6 PH n = 2 BB. 

7.687 ” 设 z, 是 问题 (12) KARR LK C KI (D, 
uox) 是 一 和 菲 空 集 ， Etto cO0.gUG ax. 0 EK ER 
WX YL- RED RAD BE. 则 有 0 取 《Pp,D ECWLX OQ, ES 
(002, O1) RAR L= pf -- Ag. BALE Kg rur € 
Y+ RgGo + Re Gi x, PX 0. 

参考 文献 :[8,38,70,77,92,140,148]. 
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第 八 章 ”选择 论题 


本 章 挑选 的 几 个 论题 在 最 优化 理论 中 都 已 显示 出 无 可 置疑 的 
重要 性 .不 过 ,本 书 已 来 不 及 作 深 入 的 展开 ,此 处 所 选择 的 材料 仅 
带 有 导 引 性 质 ， 


$8.1. 具 多 值 约束 范 数 的 极 小 问题 


本 节 考 虑 以 下 VOP 
min flr), a € Gr, x € D, (1) 
Hep f XW, €Y,G:+X>2?,DCX. BREW PERAG 
EW, FAFS CL) SAAB AH. AA Y x 2 
代 了 , 取 a = 0,Gr = (g(x) Y) x 信 (x)), 则 问题 (1) 成 为 


min flr) glr) x; O,h(z) = 0,2 € D. (2) 
ER a = 0.,Gx = glz) + YL WAE) 就 基 
min f(x). g(x) & 0, r € D. (3) 


H LAS 315 BU dn ast i6 89 3 UC 4b [o] R86 4 T i8] RECTO p e 0. 
RUB OOM 45 RE M — DG ita). 仿 照 第 六 章 的 作法 , 定 
X COD 的 一 个 Lagrange Mae, 
Liz, P, A = pf Gr) + ACGr — a), (4) 
*E—4gXTOD) DR XxXWIxY' EMSA eR. 
择 一 定理 是 研究 问题 (1) 的 基本 工具 之 - RFEMSfir) 
= fix) 一 了 Jt), 工 是 问题 (1) 的 弱 有 效 解 意味 着 问题 
Jr E€ D; JUX) «0, 0€ Gr—a (5) 
A. 问题 (5) 关 联 着 备 择 的 命题 ; 
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JA € (Wi NOD X ¥* LCD f| De. pad Z2 pf CO. COD 
E (0.4) 满足 问题 (6) Me = ERA LG 0:0) Ze ef Cr) AGF 
— a) z0,BJA C (Gz —a2'. fs[dllo A a — 0, Gr — gir + Y, fü 

AE IDYO SYN ig — Q. 
基于 以 上 人 分析, 从 3.4.6 得 到 ; 

8.1.1 定理 H OD — (F.G Be. ES EC J. SW ff o- 
MV ARD + RID) CRS) WX 0 4 - V X 0:00 3 
x, € Dif YE x, Ny use; Gl 3 y; € Gry SER X B8 0- AE BEN AE 
了 的 0- 43 V iy. + V C GCD f] Gr, + ND); Gv) (RIG) — a) 
= (0j. z E MEKAO) 的 弱 有 效 解 的 充 要 条 件 是 问题 46) A 
HG.) € OVI NOD XY Bae (Gz—a)* 

XR a= 0,Gr = g(r) + Y. WICÉ g) XE D m Wix Y, 
-ŽA 09 CÉ.GO) E D EN W LX 0-288071 > 8.1.1 PRED 满足; 
ROG! = (GO) 十 了 = gD (13YLiefGo + AG) > 

Of Cr) € pf (a) + Ag GO ZR pf CO B A€ Y TR Fixe c inr 
从 8.1.1 推 出 关于 问题 (3) 的 适当 结论 . 
Fm FS WS Be = inf AM). Wk 
max inf L(D,A) = BG, Ae Y" ve 
A [8] REC GO). TE Sf <a 
B= supinf LCD,A) 


sey" 
= sup inf inf [f Gn) ++ ACY — ad] 


agr" rE 


inf inf Léo 十 sup aly — a3] 


dey" 


:人 


= inf inf fix =a. 
r£ youl Gr 
现在 建立 一 个 类 似 于 5.2.9 的 结果 . 
8. 1.2 定理 # DC D; d= (GAR x 0- WER, a% 
限 , 且 以 下 条 件 之 一 满足 :(i) FE o> a BY W o- SY, f&cn 
((— c0.0] X V) A.C — RD) + Rx (— ali GO Q e,r, 
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pire D, JD atr y E Gr— a A AFHo> ae HY WA 
0- BEVE — mo) GC ARS; Gili) X HAR B- 
as fa), 4 XARRI O AR, EDU (QU ER XY’, fii 
得 


lim inf BfCx) t Ay — a) > pa. (8) 
yE Gr. lr | 
Wi fe] SCIO RAR Ve OFA € Y" ,使 得 

a & inf LOD,A +, (9) 


AT e= £. 

证 PRE AA. ee, © M, Efed apa A 
Boetnl<co,F 

(xd n,0 € Cf) (C— 05,0] X V). 

BARGE  @,0) € CRATE Dif & a,0€ Gr —a, FR 
TEO) 的 最 优 解 . 

国 问题 

Jr € Di fix) —ec0, 0€ Ga —a 

无 解 , 故 由 条 件 (i) 与 3.4.9, Ve OIA C Y^ HB LUDA) Dae 
— eX HEHL COD 成立- 由 (9) fie x B ei el0fk a— B.[] 

8.1.37 X — E GrG A PSEBOC€GO MEG HAR; 
ERE Gr C 为 闭 集 , 则 称 C OS HERR. 

心 是 凸 过 程 的 充 要 条 件 是 De 天 OA 

tGr + Gy C Gtr + fy), 
Gr CGlar) Q € Jie 0), 

因此 ,线性 映射 必 为 凸 过 程 ,而 凸 过 程 必 为 凸 映 射 . 若 Ge = g(x) 
+ Y, JUG ext EE Sg AY, - GRA eg) z glar) (Ye 
2O mm gREY, 为 + lsc, W Gr G BAH. 

上 有 具 凸 过 程 约束 的 最 优化 向 题 曾 为 一 些 学 者 所 研究 (参看 [18， 
83 D."F FE £A S B0 35 Ac 8.29 83]. 

8. 1.4 定理 ([107]) ECAA, / Re G1 MSC (a) 
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(10) 


的 茶 开 集 内 的 口 " 实 函数 ,是 在 EE M XT M NI LAD = 
X.T(r,a) = Gz — ea, (GrTY 0x 0o« Y^ 38^. BR. WIE x dé n] 
题 (1) 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 ,存在 x © 3/0). 使 得 
JAG Y*.uc€—G'A, u(x) —— Ala). (11) 
证 因 避 为 凸 过 程 , 故 好 是 凸 集 , 从 而 工 是 问题 1) 的 最 优 解 
的 充 要 条 件 是 存在 # € af(e) N OM — x)' (2.2. 9). 
Vike € (MTT S u, — ul NELT (0). feu e 
(M — 3)' Cra) € T0) UU 0 € Gr — aa. RHAPMe > 0. 
由 eea € Gler) Ga € GE ROO) 得 
(1+ 8)a € Gr + Gier) C G(T + ex). 
RR i t+ee>0,Fea € GO + ex) / + as) 从 而 


Xo er 


14 ae -žE M T; 
Tier | €lux) — ou(¥)] 
0 S e Tee z| 1 + «c , 


故 得 ur) 一 au(F) SO. Me, — «c € [T7 (0T. REE 
Qi — aO ETT OO) € M;WWo—a—acT.D. TE 
ule) — ul) Z0, n] ile c (M—F). 

2 证 一 [T 005] = TY". Gr GRA EE Gr T jg 
A Big WE. BOrTO'-LPO0x0xY'Su83"'B8.5:B823.1.1418 18 WEE 
等 式 ， 

PWET Y = { (u, — Alaitu EG AAECY ) RACY’, 
Gk) € T^ A. Riy € Gr G,r C RU y ~ ta C T(x,D. lr, 
£y — ta) € Gr T, FE 

Q0 x. CC u, — RÀ) Cr,toy — ta) 
= ACy) — elr) — tLaAta) + RJ, 
BB [ACAD + E] ACD — ur). ER CI SUE t9 — ome RY, 
故 必 Ala) + k= 0, M T ACD — u Cr) Z8 0. 3X RB A — — Ala) ,x 
EG am, nd AC Y* ae c G*A, MAE r,a, y 一 aad € 
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Gr TOR BRE y € Ga 有 

(C— u,ACa) A) Cra, y — aa} 

= Aly) — ufr) = (Gc uÀ), Gi y) BO, 
HIE, (Qu, — Ala) € Tra 

Sif VA E BruE, 8 E BIB. Lj 

RGr= g(r) 十 Yi,a 二 0 从 8.1.4 得 ， 

8.1.5 推论 Bg WOR BR agir) z gar) (Yez 0g 
FY, 为 «lef ERA MI Y 0 METHRAWC g 
BE.BYdEYC€HMXTM'OB! ADD: D =X igra) = gir) — 
aa, lepi 9^ d- 0X 0X Y" Jg 88^ AR. M BAS) 的 最 优 解 
e» FE uE AG) ERANA Y^ E. € (epig)" 且 
uCr) = 0. 

下 面 给 出 一 个 基于 5.6.6 RD). 

8.1.6 定 理 假定 :0) S: X— R hls HD, x CD G 
ABE CI SER iii) 0 € sqri GCD,) BOO € sqri (D; — De). Ha = 
Q.D = X,a = inf (fCx),0 € Gr) 有 限 , 则 问题 

max [— f" — 1:0] = B. « € R(G*) 
4E Heg. 

AE $ py) = fle) + 9scCr y), Mi gf BOX Ise, D, = 
(D, x Y) (1 Gr G QD. BRE iA 

0 € sgri G(D,) = sqri (xD, 

其 中 zx: 区 XY 了 一 YY 是 投影 .于 是 由 5.6.6 有 AEY', 使 得 a = 
— € (0,2). 因此 

a = inf {gr y) — Aly): Cry) € X x Y) 

= ink (f(x) + 8,3) — ACYy) s Cry € X X Y), 
其 中 8 = bon. HOE sgri (D; 一 De) 与 
CD; — Dj) X Y 2GrG— D, x Y 
推出 0 € sqri D, X Y — DO. f£ 5 6.y) — AQ) hz fH 5.6.5 
得 
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e = max (— f* (—u): nE G*€—A)} 
= max (— f/" (— u): u € R(QG')). L] 
$s WE [18,83.107,109]. 


$8.2 具 无 限 个 不 等 式 约束 的 极 小 问题 


本 节 考 虑 如 下 最 优化 问题 : 
min f(x) = a pry SOV y € K) E D, OD 
其 中 三: X—R.fiDsoo.g : DX K--R. 问题 (1) 有 很 大 的 一 
AEE. 例如 ,问题 
min f(r), gir) 和 0hfzr) 一 0zE D (2) 
与 min f(r) g(r) E 0r E D (3) 
AERIS CL) RAE sh. A St SIR oC A) — Ag uh, K =Y; Xx 
7 HgC*,À) = Ag, K =Y}, titg: DY, A: DZ, #4 dim X 
«co, K 为 无 限 集 时 ,(1) 称 为 半 无 限 最 优化 问题 . 
对 于 问题 (1) 有 两 种 定义 Lagrange 函数 的 方法 ,它们 所 据 的 
思路 及 所 需 的 条 件 互 不 相同 , 且 导 致 不同 的 对 侦 问 题 , 首先 设 下 
是 某 个 LCS HHE gr, OHANO 正 齐 次 函数 , 定 文 问题 (it) 的 
Lagrange PN XX A 
Liew = fr) + glr, y lr, € Dx K. (4) 
以 MjBRIEECOCECO.QDO 的 可 行 集 . 易 验 证 
PASSE rem, 
loo, e, 
inf sup Ltr, Kk) = inf f(x) = g, 
TdÉSOXE aN CBs $5.1. 
max inf £(D,y) = 8, y € K. (5) 
ER pA) — Ag WW LCA = f OG + 9G; 20 就 是 问题 (3) 的 通 
常 的 Lagrange BR Wk. 而 与 (5) 相当 的 对 侦 问 题 就 是 通常 的 
*217* 


sup Z(r,K) = 


——— — — a 
ee ee— 


Lagrange 对 侦 ( 参 看 $ 5.2057 2D. 

今 用 $3.6 与 $5.1 的 定理 来 得 出 关于 问题 (1) 的 最 优 性 条 
ftx ARESdECMfG)-ÍfG) —fOGN/G)-fG) 
一 后 者 自然 楼 求 a 有 限 .问题 


jr € D. f(x) «0. pr K) s 0 (6) 
OAR ns dee EE CIO 的 最 优 解 相当 于 问题 
3x € Di fix) <0, pr K) SO (7) 
无 解 . 形成 备 择 的 命题 : 
3y € Ki F) + eG y) Por € D); (8) 
dy € Ki fi) + q(,y) SOY € D). (9) 


XA CO) E a CS) WERE — LB SR CEDERE y m y FELD) Sa. 
XC HE IB a inf LOD,3)0 x B. ATM & = inf LOD.) = B,8D y Ew 
E CO BS Bo = 8. 车 式 (7) 与 式 (9) 两 拌 一 ,若是 问题 (1) 的 最 
优 解 的 充 要 条 件 是 : 式 (9) 有 和解 y — y. 这 相当 于 
f) 一 min L(D,y), 9,3) = 0. (10) 
Bi 5.1. 1; (0000 8G) BELG) HRA e m 5 y 4 SD SSOD 
与 式 (5) BUSEH a = 8. 对 于 问题 (2) 与 式 (3), 式 (8) 正好 归结 为 
Lagrange PR S Bj EE SS SK fp CBR $ 5.2020. (82). 
以 上 分 析 表 明 , 一 旦 指明 了 式 (6) 与 式 (8) 或 式 (7) 与 式 (9) 
的 择 一 性 ,就 可 获得 较 强 的 对 偶 性 结果 或 最 优 性 条 件 . 所 需 的 择 -- 
性 依赖 于 3. 6. 2. 
8. 2. 1 EE E: KA BRB; GI) eX y EF usc 
Be B ERRMSG) FIG € BB) 近 次 类 而 ; (iv) yE 
Ki gD y) 2 0} = (0). dt a 有限 , 则 问题 (5) ARB KH PTE 
M 是 问题 (1) 的 解 = 问题 (8) ES € Kedye Kec. 是 
Lir,y) 的 鞍点 ， 
证 GS Q= (Gt y+ te Jy € BN QER, x Kj 
SBS 3.6.6 SHE). (£4 x € Doo = Guy € QA 
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PG = LFC) — r] + ery), 
r € RB RREH. ABIK DG. evo = Orv BOP KE D 
XR,X K E. PG, O BAA ERMA usc. HARE GID HEM Cr, 
vi lt Æ D PUK; ae) EM Piro) Hv EO LK 
m. 
设 s 有 限 , 取 -一 a 则 式 (6) 无 解 ,这 推出 问题 
Jr E D: rir, Q) Z0 (11) 
无 解 . BW Ae Ee DY CI xX B, 
tL ir) — a] + pr. y) <0, 
Rot = 048 eG, B) <0, Mii pr, KO) «cO: E — 148 fir) <0, 
因而 是 式 46) 的 解 ,得 出 矛盾 .因为 式 (11) 无 解 , 故 由 3.6.2 有 = 
= (uy €Q e DODA SO. Ht = 0. PG) —«Dazm 
0 FEARG) A y —0, 9 y € BGB. Mt>ovee DA 
0s JG) +t Gut! y) = For) + qi). 
RP ye fey € 下 .这 表明 式 (8) 成 立 . 

同 理 , 式 47) 与 式 (9) 必 两 择 一 . t] 

类 似 的 结果 参看 [43,Th. 3. 1]. 

HR pix, A) = Ag (C7) 从 8. 2.1 得 出 : 

3.2.2 推论 YL AB BABS.) EDER, xY,- 
KAYIN gm (0). 38 ae inf f(x) "8 ER TBC) 的 
对 偶 问 题 

max inf (f + Ag)(D) = B, AC Y; 
ARH a= pE M 是 问题 (3) 的 最 优 解 c3iaeqQUv:n 
CD) - SE) = min Cf + Ag) (D) 6 31€ Qi GUD E LÀ) 
= flr) + àg EDX YS riu. 

8.2.2 0AT 4.4.3 85.2. 8 ORE A fi. 

DAE emi M gmodERBRBRIE Éex XT MONI X 
fA, Ws RESI EE CO MRR e af) ON (OM — 3) AA 
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(2.2.9). iE Ble € (M — x)" 相当 于 了 是 问题 
min Cr),g(zr,y) SOY, C K, ED (12) 
的 最 优 解 ,将 8.2.1 用 于 问题 (12}) 得 出 : 

8.2.3 推论 设 品 上 唔 , 锥 下 有 紧 晤 基 B;/ 在 EM 出 关于 
AD XfScuetEDxB EXSIIRÜE vC.-0IETIKBusc;ly € 
Ki Dy) 20} 二 (05. Wi [8] E C1O 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 ;: 
存在 x € (OE 下, 使 得 

u(r)- min[uCz) + 2,9], PF.) = 0. (13) 

E D= X, WR 推出 

— Lele) — u G2] S pry) 一 AYE X, 
RERE — u € AAKT, y). AW 4 D = X hj 8.2,3 的 结论 可 过 
成 :3 EIGE) 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是: 存在 3 了 EE 天 ,使 得 
0 € afr) APT, I ,PTT) = 0. (14) 
式 (14) 可 者 作 是 一 非 光滑 的 "Lagrange 条 忻 ”. 

将 8.2. 3 用 到 问题 43) 得 : 

8.2.4 推论 EDn YAR dif fEx€ MTM 
UAn: SAYIN eG = 10). M z E CO Be 
充 要 条 件 是 ,存在 © 3f(F) FAC QB 

ulr) x uQr) + AgixMVm € ID. 
X D= X. ERA ORM: FEA OQ, eB 
0 € aKT) + HAgITY. 
现在 将 8.2.1 用 于 所 谓 齐 次 规划 问题 ， 
min fOr) = a, play) zm FONO y € KO.z€ D; (13) 
max Fily) = B.g(z.y) > flan € Dye K, (16) 
HA D,K BES). FO) 5 gear, Of dg T AP SEO JE dE TE SK A 
数 . AXE MAGN Gest COI0 与 (16) Bn T fre. Lore y) = fir) 
bt FOO 一 ory), We BRIE 


inf LOD, y) = 
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+ e a 人， 
AT AER ei cine eee | 


可 见 (15) 与 (16) 互 为 对 侦 . 由 8.2.1 4: 

8.2.5 推论 假定; G) KAROR GD pr, e) P ELS Isc, 
FETA A usc; Cii) Cf, — 8+ RBA Gv) Ly € K : gx, 
3x): FOX x € D)} = (0). Fo EE FR MAM) 有 解 且 a= 
B.x € M RIBERA OSO 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 :存在 EE 大, i 

JO) 一 gry) = FO). (07 
HIDE 7,3) 是 L(x,y) 的 鞍点 且 a = f. 
在 [43,80] 中 可 看 到 类 似 的 结果 . 
问题 415) (100 的 一 种 特殊 情形 是 : 
min Jlr) = a A gr z FOCA C Yir € D; 18) 

max P(A) = B,tA,gCz» x fla) Wr € DAE Yi, 09 
其 中 FG. GO. FO) 都 是 正 齐 次 的 . 将 8. 2, 5 用 于 问题 (18})， 
(19) 得 : 

8. 2.5 推论 假定 :Ci Yi aR’ E GD FMA usc; 
ai, — D Æ D EX 3E A; Civ) (à € Yi + Agah x 
FODXG xz € Di = (01. EAR WM) AMH es ,问题 
(18) Bj uL 15 A x RRA JOE AR (EIE EAC YS. ET 

FCB) = Gg») = FC), 
现在 再 回 到 问题 (1) ,但 采用 新 的 Lagrange HR 
L(x,À) = fix) + plz, Jer E DAE Pt, (20) 
ing F = RR FI 等 依 《3.5. 易 验证 
f(r. r€M, 
oo， 否则 . 
ix xx 48 Bl TRE LCD 8 X6 -AHE OMBRE OD, 
max inf LD,A) = B, A€ Fi. (2D 
现在 利用 3.5.11 iE BA: 

8.2.7 定理 假定 :0) C.O) AR X F, - IKE 8,0 KK 
83.5(6, GD BE o € R 5 F fj o- BRV MECN ((— ye] 
X VAAR. CR 83.5(12. 022a — co, a B. Ex 
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sup Lr, Fi) = 


fej S8 C E HUE AE Lo Ve > 0,34 € FII, AO RE LG, 
a) B e- BR. o> a 29 — co , RECO df dE EDU. RGD 可 代 
以 如 下 条 件 之 一 :Gii) DÀ Hausdorff% E, / 5j exi xXjlse;de € 
Ro C Ke 0, fix € D: f(x) x o.qir,u) Se} HER; OO 
天 为 自 反 B- Se, DOXA. 5 e xb Awe fefto € R 5 
《ph € Rx FL EB 

lim inf. eL) —@l4+ or, 0) > 0. (22) 

证 riea co. BIS) ER 
jr € D; fix) — a 0. Mr, Ko xz 0 
XR RB REG), GOAT 3.5.11 ih: Ve 0,3A € Fi, E 
Bc: Bo RR MED 
Flr) — a+ A,r, oe (Ore € D). 

让 此 推出 a LOD,AD 十 e, 因 而 0 入 inf LCOD,AD +e Bore S 
£40.18 a= B. 

2" 设 了 是 (1) SEO EEE o Mie = FOOD RA TEE 
证 明 得 出 ;Ye > 0,34 E 7, 使 得 

sup L(2,F2) = a xz inf LD,A) +e, 
这 表明 CEA) Æ L, A) BO e- BE. 

3 iR om a > — oe, Yr € as] 3x € Mif GO — rx 8 HH 
(r,0) € C. Aaa] x4 0 CC C f) (€ — 25,0] XV) T EB AR 
Gi) 得 (Ca:0) € CMA x € DAH) la pz, 2 ELO. ER 
明了 是 问题 (1) 的 最 优 解 . 

和 用 83.5 中 的 方法 易 验 知 (ii) = QD. Gv) > i), 3 

8.2.7 HEP T [115, Th. 2. 1]. 

注 (220 可 代 以 较 易 验证 的 条 件 

lim inf fix) > os 
或 jJ»€ K; lim inf prsy) > 0. 
8.2.8 Bic T i15 D. 考虑 半 无 限 最 优化 问题 
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t. (rj Fx) =a, rom r2?) € RF, (23) 


XQ XO, — mum lyn ta, Srp = 3.4.00. 


这 相当 于 在 (1) 中 到 万 一 总 一 了 ,六 一 NOz) = r? t z, 


Xi. n=l, 
Hom alma n= 2, 


noun — x; n ZG. 


S F = R". KE C200, [8 ER C232 Lagrange 图 数 为 


LG ,À) = xi + r, + Azi — AG + 1) 1 Dal zn]: 


anzi 


RB A= A) € 下 .问题 (23) HA 
max inf L(R’,A) = B, AE Fo. (24) 
Bene 3. HX A, — 1. fl A; — OG +a) 
inf LR*,3) = inf [xt + 1] — 4, 
. jen nl An 
RHE 8220.55 —Jr ili Bi / (00 = 0,90.N) CORN o «0,1 
it e = £ = 0, H z 二 0 是 向 题 (23) 的 解 . 
注意 ,/(z) 与 Cx,n) 痢 是 + 的 连续 凸 函数 ; 共 取 so 一 < 一 1> 
O,@ = 12) TN, R 
ix € R' fé) i a.gCr wu) x e) 
= {x ER’, — 2 4,41 — xi! 
是 紧 集 . 因此 ,可 用 8.2. 7 HEIBIRLER C236 E BL a = 8. 
$E WW: 117.43. 80, 82, 87, 111, 113. 115, 118. 136. 140, 
187]. 


$8.3 6 A 数 


HoES9:XXY-—R,m 35.4 jii i] oo EX o EC 
化 问题 : 
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(P); min TD) = e,r € X; 


(P*»; max[— g (0Q,A)]= L, AE Y’. 
设 Scy) $5. 40D, BI 
Sty) = inf {pry rE X} y € Y, G) 
BR 5€ 为 问题 OO 89 fir NR. h $ 5.408 
S* (A) = 9 (0,20, $00) = B Sa = SC). (2) 


Epo, MSW ADB. 约定 

C= ity € Y XR: rya rG € X2). (3) 

易 验 证 
C C epi S C C. (4) 
8.3.1 定理 Bo AR RE.) 存在 Y 的 0- SERV oo — 
a ffi C f) QI x €— oo, D ff. RE Sty) 在 ?一 0 为 lsc 且 问题 CP) 
ARR. AFG) np ARF AR (p GD ?为 lsc, 存 在 立 的 闭 0- 40 
BV e> atir E KX: gan soye V WES Ou X 
为 自 反 B- 53 8] 24 X pR Ih pA Isc, ETE Y HY 0- 邻 域 

,使 得 
lim inf (gx, : |z| > ry € V) Zo a. (5) 


证 SO) Ey = OFElsc, WAV’ PAR.) ec 0, fh 
»90,S$(y) Cae 于 是 
(ya — e) € (epi S) [N (V? X (= ce, a)) 

C C X (V X (~ wg] 

C C X (V Xx (— cya) 
(用 条 件 (i)), 这 推出 (0,0 — ©) € C. HR OD Ax € XB peo) 
Xa — e XX TF ACT a G0). MIG) dE y = 0 X lsc. Hk Ya 
= LR r, EX Hee OCata hat nl <o, FB 

(Q,a En 0€ C) O x 7 05,2), 
这 推出 (0,2) € C. AMAZE X pE O0 Ca BRAT Je Ie] RU 
CP) 的 最 优 解 . 
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WV RAR GD BCD ,6o > a RR d) 或 充分 接近 于 ,下 
dpuEC()«VxCG—e.5) B.C RC) KO x (cs, 
5] PHM. yr — Gor) Cy, € V X CT 9,2]. RAEG., 
r) € C. 6x, € X, Pha y Sr, S; o. BRED 满足 , 则 不 妨 
HB x; 一 x, 于 是 

$Cr s) S lim inf er yo <r, (6) 
这 推出 Oor) CC. BRAG 满足 ,5 充分 接近 于 w, 则 由 式 45) 得 
出 : 当 |z| SAAR ME y € V gy) > 0. FEH gy) 
之 gg 扒 出 {xz} 有 界 . A an I, 于 是 同样 有 (6) 成 立 , 从 而 
Qn € C. 这 就 证 得 (ii) > @ Hii) > (i), [] 

8.3.2 定理 “为 闭 集 的 充 要 条 件 是 :3S(y) Hise, AY SO 
AR SO = min gX, y), 

证 设 忆 闭 , 则 由 (4) $8 ep S ALA SO) X le ASC) 
AROSO) E epi S —C, T Efi rE Xar y x50, 
从 而 Sty) = min eX ,y). 

HR SO) Wisc, B24 Sy) 有 限时 Sy) = min p(X y). 
d iori BC PHM. Gun) m Cor) NE Sor. 

500 x lim inf S OD x r. 
ESU AR MWA rE Xf pry HSH xi rd Cyn € C. 
E SO) =— w, N E E HEOID MA c € X fi oix y) <r TRA 
(yr) € C, WAC HAE. t] 
8.3.3 定义 Wht X — [— oo], Gn AR. € R. 


称 
afta) Stu € X" : us Afin, +) +e} (7) 
为 了 在 a 的 e- 次 微分 .车 YE 让 0,4500 4 Mi MP) 是 
“ 近 稳 定 ” 的 (参考 5.4.1). 
8.3.4 定理 ” 设 < 有 限 , 则 以 下 条 件 互 相等 价 :(i) 问题 (1) 是 
BEM; Gi) a = BC) S(O) = SOD,S 依 5.3.1. 
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证 0) — Gi) Ye > 0, RA € 45CD, WI ACyD) S Cy) — at 


eV y € Yo. FE 
AGO S Pawo —ate Wr XEY); 
BIe— 90.4) 


=— sup (Äly) — gla yi r € X,y € Y) 
= inf (gXx,y) — AQ: rE X,v € Y) 
Zm a — €, 
$ 640,18 a — B. 
Gl) = G) has B.Vec0omACY'.dk—o WA) ca 
e WIHER y CYA 
ACy) — S(32 — ACy) — inf gX, y) 
= sup {ACy) — gCGr,y): 2 © X] 
LP (0,4) «— a 4 e, 
这 推出 4E ASCO). ACP) 是 近 稳 定 的 . 


Gi) €» Gu) 家 接 由 式 (2) AH. O 
8.3.5 EE Be AR,S(y) DEE y= 03 lsc, WARP 
MBE. 


iE ft e> 0,4 
A= [lyr SQ) -—a+tesr} 
=epi S + (0,€ — a). 
由 5C) 点 推 出 epi S 5j A IP EL SO) E y 09 lsc EHO, 
D € ARAA E Yt xR AEAT), A) « 0, Bl 
Vy € YEO) — e + 8b r = ACy) Hor <0, (85 
在 式 (8}) 中 联 y 二 0,r 二 得 re «o. r«co0.uike—— 1X 
SO) L MERER AG) — m— rre SQ)—atr 6f 
AC43 & SCy) — a t € 
此 不 等 式 在 Sty) = co 时 显然 亦 成 立 , 因 此 14E asio. 这 表明 问 
MiP) 是 近 稳 定 的 . O 
注 8.3.5 中 的 条 件 "SCy) A” 可 由 “9 凸 7 推出 ,而 “SCy) 在 
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y 038 Isc” WAAR EL 8.3. 1 PRG) ~ (Gio 之 一 . 
现在 将 前 述 结果 用 到 问题 
min f(x) = e, glr) 0. x € D. (9) 
& LCA = f+ Ag, 
"MEM fi), g@)+ 740,27 € D, 
l o, FM. 
在 8 5.5 中 已 指明 :问题 (9) 相 当 于 “min pir =a”, 而 问题 (9) 
的 Rockafellar 3J 48 BP Lagrange 448 
max inf L(D,A) = B, AE Yi. co") 
fa} 9) A ER SO) 可 表 成 ， 
Sty) = inf (fd: giz) + yo Bsr E D). 
对 Sty) 可 指明 以 下 结论 : 
1' Zi CA, 1D 3E P 3m RE SG) MRE: SO) < 
rii — LD R z; € D, lE eat y; m OG s rG- 1,3). 
it: € (0,1). E€ DHE 
fir) tfi TY Er) E gerd -+ EEX), 
则 g 十 y + yn SO, 
Sx, Er y E fi) in d rng 
Pr PSONE = 1,22fg SGy, Ey StS Cy) + ESO). 此 不 
SAE SOD = co R SOD = co 时 亦 成 立 . 
2° DALRA] 5 g1D 分 别 为 lsc 5 * Isc[wlse & x 
wisc], Bil g 4% lsc[ wlsc ]. 
结合 以 上 结论 与 8. 3.1 ~ 8. 3.5 得 出 : 
8.3.6 推论 ” 设 « 有 限 .假定 以 下 条 件 之 一 成 立 : (1) 存在 了 
的 0- 邻 域 V 与 o > a, ff 
(Cyr EY XR: yOVA Sra, 
gx) ysodrcpni! 
为 闭 集 ; Gi) DBI,/ID 5 &1D 4p RIS Isc 与 *lsc, 存 在 了 的 闭 0- 
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MRV Got a, WDA E woe) Ne (WV 一 了 ) 为 紧 集 ; 
(i XABR SB Sa. DRA ID S5 ¢|DARA wlse 与 * Isc, 
lim inf f(r) > a, Mj SCy) 3E y = 0 Xj Isc HS COD 有 解 . 
8.3.7 it Be AR. s/s) |DARLX Y.-S, H8 3.6 
HIRE ~ QiD 之 一 满足 , 则 问题 C9) 是 近 稳 定 的 ,因而 4 二 B. 
8. 3. 6 uf 5i 5.2. 4,5. 2. 9 XT FR 8.3. 7 5.5. 4 CD 对 照 .本 
节 结 果 推 广 了 [115] 中 的 有 关 结 论 . 
参考 文献 :[78,85,91,110,113,115]. 
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